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Bu kitap 1980-1988 yillar: arasinda farki iki ad altinda arka arkaya 10 kez
okutmus oldugum bir yartyilik bir dersin notlarinin derlenip toparlanmasiyle
meydana gelmistir. S6z konusu dersi, 6nce 1980-1982 bahar yariyillarinda ”Kuvan-
tum Mekanigi” adi altinda Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Fizik Boliimit
VI. yanyil lisans &grencilerine haftada 4 saat ders ve 2 saat uygulama olmak iizere
3 kez okuttum. Daha sonra da aym dersi, 1982-1988 giiz yanyillarinda “Kuvan-
tum Fizigi I” adi1 altinda V. yaniyil lisans 6grencilerine gene haftada 4 saat ders
ve 2 saat uygulama olmak iizere 7 kez okuttum.

Yedi bsliimden olusan bu birinci kitap, higbir orijinallidi olmayan bir ders
kitabidir ve sagilma teorisi disinda rdlitivistik olmayan kuvantum mekaniginin
temel ilkelerini kapsamaktadir. Bu kitapta islenen konularin, gerek kuvantum
mekaniginin temel ilkeleri bakimindan, gerekse kullanilan matematiksel formalizm
bakimindan miimkiin oldugu kadar ayrintili ve kolay anlagilabilir bir tarzda agik-
lanmasina 6zen gosterilmistir,

Kuvantum Mekanigi Derslerini okuturken bu kitaptaki bazi paragraflan
zaman yetersizliginden dolayr atladim. Bu paragraflar okumast igin &frenciye
birakilabilir(*). Ote yandan, yedinci bolimde pertiirbasyon teorisinin ZEEMAN
olayina uygulanmasinda segim kurallar: kullamilmistir. Derslerde zaman yeter-
sizliginden Otiirii secim kurallarinin teorisi anlatilamadifindan, kitabm sonunda
EK. 1 de ayrnntih olarak anlatilmistir.

Her béliimiin sonuna konu ile ilgili olarak, kitaptaki toplam sayis1 54 olan
alistirmalar ve problemler eklenmistir. Ote yandan, Kuvantum Fizigi I dersine
ait ve Teorik Fizik Dersleri Dizisinden “Kuvantum Mekanigi C6ziimli Problem

(*) Ornegin, (I1I1.18) deki ispatin ikinci kisrm, (IV.8.39) bagintisinin ispati, (IV.9) da
(1V.9.2) bagmtistndan sonrasi, {VIL5.26a) integralinin hesabi ve (VIL7) iik okuma esnasinda
ailanabilir,

via
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Kitabr” Prof. Dr. Emine RIZAOGLU tarafindan yazilmistir. Bu ¢6ziimlii prob-
lem kitabinin ilk baskis1 1982 de, ikinci baskis1 da 1987 de yayimlanmug olup ya-
kinda da iigiincii baskisi yayimlanacaktir. Prof. Dr. Emine RIZAOGLU’nun
¢Oziimlii problem kitabi, bu kitaptaki séz konusu ¢oéziilmemis problemlerin bir
kismim1 kapsamaktadir.

1983 bahar yariyihindan itibaren, VI. yariyil lisans 6grencilerine arka arkaya
12 kez okutmus oldugum “Kuvantum Fizigi II” dersinin kitabi, “Kuvantum
Mekanigi, fkinci Kitap” ad1 altinda hazirlanmaktadir. fkinci kitap esas itibariyle
sagilma teorisi ve rolativistik kuvantum mekanigi konularim kapsamaktadir.

Bu kitabin yazimasm: kolaylastiran huzurlu ortamin varhigmi saglayan,
basta Anabilim Dal Baskanimiz Prof. Dr. Sehsuvar ZEBITAY olmak iizere
Matematiksel Fizik Anabilim Dalinmn biitiin elemanlarina samimi tesekkiirlerimi
burada ifide etmeyi bir borg bilirim.

Formiillerinin dizgisi ¢ok zor olan bu kitabi sabir ve giiler yiizle dizen miiret-
tip smail Binnaz’a, Atolye Sefi ve baskt operatdrii Sakir Celik’e ve Fen Fakiil-
tesi Matbaasinin emekleri gegen difer personeline en kalbl tegekkiirlerimi ifade
etmekten biiylik haz duymaktayim.

Vezneciler, Ekim 1994 Cetin CANSOY
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I. BOLUM

TEK BIR PARGACIGE AlT
SCHRODINGER
DALGE DENKLEMI

(I.1) KLASIK MEKANIGIN KISA Bir OZETI

Gerek klasik mekanik, gerekse kuvantum mekanidi dinamik degiskenler cin-
sinden ingd edilir. Klasik mekanikte reel sayilar aracilifa ile ifide edilen dinamik
degiskenler kuvantum mekaniginde lineer operatorler aracihg ile ifide edilirler.
Fakat reel sayilar arasindaki ¢arpma isleminin komiitatif olduguna dair aksiyom
lineer operatorler igin gegerli degildir. BSylece kuvantum mekaniginde dinamik
degiskenler klasik mekaniktekinden farkli bir cebire uyarlar. Daha ilerde gore-
cegiz ki, bu temel farka ragmen, kuvantum mekanigindeki dinamik degiskenler
klastk mekanikteki kargiliklan ile ortak birgok ozelliklere sihiptirler ve boylece
bu dinamik degiskenler araciif ile kldsik teoriye yakindan benzer bir teori insd
etmek ve klasik teorinin giizel bir genellestirmesini olugturmak miimkiindiir.
Kuvantum mekaniginin klasik mekanikle olan yakin benzerliklerini yeri gel-
dikge belirtebilmek amaci ile klasik mekanigin kisa bir 6zetini gézden gegirecegiz.

(1.1A) DINAMIK DEGISKENLER

Mekanikte bir noktasal pargacia ait baghca dinamik degiskenler koordinat
(r), zaman (¢), hiz (v), momentum (p), enerji (E), agisal momentum (L) ve donme
agisidir. Mekanigin kanunlar bu dinamik degiskenlerin bazilar: arasindaki mate-
matiksel bagintilar aracilign ile ifade edilirler. Bir kistm dinamik degiskenler dog-
rudan dogruya tamimlanir, bagka bir kismi ise Oncekiler cinsinden tanimlanir.
Klasik mekanikte dinamik degiskenler reel sayilar aracihi@ ile ifade edilirler ve
bu sebepten deneysel olarak Slgiilen degerleri ile dogrudan dogruya karsilastiri-
labilirler. Boylece, hem deney sonuglar aracilign ile mekanigin kanunlar sinana-
bilir, hem de dogrulugu kabul edilen kanunlarin uygulanmas ile deney sonuglan
Onceden hesaplanabilir. Simdi bir noktasal pargaciga ait m kiitlesi, r yer vektorii
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ve ¢t zamamt cinsinden diger dinamik degiskenleri tammlayalim. $iiphesiz parga-
c13a ait m kiitlesi bir dinamik degisken degildir.

r ver vektOrii ile yeri belirlenen bir noktasal pargacifin kartezyen koordi-
natlann x =¢q,,y = q,,2z = g, olsun. Hiz vektoriiniin koordinatlar ve zaman
cinsinden ifadesi

v=drf/dt veyi v,=dgqfdt=¢, (=12 3)
seklindedir. Kiitlesi » ve hizi v olan bir noktasal paracifin momentumunun
ifadesi
p=mv veyA p,=mv,=mqg, (i=1,2,3)
seklindedir, Hiz ve¢ momentum vektdrlerinin modiilleri
v=[v[, p=|p|
olduguna gore

3 3 3
V2=V.V=Zvjvi=2éjqi; p2=P-P“—‘zP:‘Pi
i=1

iwml i=1

bagintilar1 yazilabilir. Noktasal bir pargacigin kinetik enerjisinin hizi veyd mo-
mentumu cinsinden ifadesi

T=mv*2=p*2m
seklindedir.
Bir noktasal pargaciga etki eden kuvvet alam
F=—-YVV

seklinde koordinatlarin ve zamanin bir ¥V (r, ¢) fonksiyonundan tiiretilebiliyorsa
bu V(r,t) fonksiyonuna noktasal pargacigin potansiyel enerjisi adi verilir. S6z
konusu kuvvet alani bu 6zel halde

VXF=—-VXV=20

sartint saglar ve korunmumlu kuvver alant adint alr.

(I.1B) NEWTON HAREKET KANUNU YE HAMILTON FONKSiYONU
Bir F kuvvet alamimin etkisi altinda hareket eden bir noktasal parcacia ait
NEWTON hareket kanununun ifadesi
dpl/dt =F

seklindedir. Eger kuvvet alani korunumlu ise hareket kanunu veya hareket denk-
lemi
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dpldt = — VV (1.1B.1)

seklini alir. Hareket denkleminin her iki yamm dr = vdt ile skaler olarak gar-
parsak

v.dp=— (¥VV).dr
bulunur. Ote yandan, V fonksiyonunun tam diferansiyelini veren

dV.—_-(VV).dr+Z—I:dt

bagintisim kullanarak
_(VV). dr = —dV+%Z~d:
e

yazabiliriz. Ayrica, v = p/m yazarak yukardaki baginti

p.dp m—dV—i-ﬂdr
m at

seklini alir. p.p = p? bagintisimin diferansiyelini alirsak
p.dp=pdp=d(p*2)
bulunur ve yerine yazarak

d(p?[2m) = — dV -+ —aézdt
t

veya
d (g; + V) — %-? dr
elde edilir. 7 = p?/2m oldugundan
% T+V)y= %t‘: (1.1B.2)
sonucuna varilir.
HAMILTON fonksiyonu
H=H@pu)=TE + V1)
veya
H=H(p;,¢:;0=T{E)+ V(g,1) (d.1B.3)

bagintist ile tammlanir. Bu tamim bagintisinin zamana gére kismi titrevini alirsak
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A _ 3V (L1B.4)
dt at
elde edilir ve boylece hareket denkleminden elde ettigimiz (1.1B.2) bagmtist
aH =7 (1.1B.5)
dt ot

seklini alir. Eger potansiyel enerji fonksiyonu zamana agtk olarak bagh degilse
HAMILTON fonksiyonu da zamana agik olarak bagh degildir. Bdylece (I.1B.4)
bagintisindan

B8H _ 3V _
ot ot
bulunur ve (1.1B.5) bagintisindan
dH
= 0
veyd integre ederek
H = E = sabit (1.1B.6)

sonucuna varilir. Boylece, potansiyel enerji zamana agik olarak bajh degilse,
HAMILTON fonksiyonu veyd toplam mekanik enerji bir hareket sabitidir.
Bu da korunumiu kuvvet alanlarinda foplam mekanik enerjinin korunumu ilkesi-
nin ifadesinden bagka bir sey degildir.

(L1C) LAGRANGE FONKSIYONU VE HAMILTON VARYASYON ILKESi

LAGRANGE fonksiyonu
L=Lu,v;t)=TM¥) —V({, 1)
veya
L=L{49:)=TG)—V(g,?) (LIC.1)

bagintisi ile tanimlanir, Bu fonksiyonun zamana gére ve [¢, , £,] zaman araligin-
daki

s
S = fL(q, L4, 5 0) dt (1.1C.2)
11

belirli integrali ile tanimlanan S biiyiikliigiine aksiyvon adi verilir. Pargaciin yo-
riingesi ¢,(¢) fonksiyon takum ile bellidir. YOriingenin baslangic1 olan P, noktasi
g;(t,) koordinatlari ve bitimi olan P, noktasi da ¢,(¢,) koordinatlan ile bellidir.
Sabit tutulan P, ve P, noktalari sonsuz sayida ydriinge ile birlegtirilebilir. Bu
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yoriingelerden her biri belirli bir S degeri verir. Ote yandan, bu ydriingelerden
biri ve yalmz biri NEWTON hareket kanununa uyan ydriingedir ve S degerleri-
nin en kigiginii verir. #, < ¢ < ¢, olmak iizere belirli bir # 4ninda bir y3riinge-
den ona sonsuz yakin olan bir digerine gegis g;(¢) fonksiyon takiminin sonsuz
kiigiik 8 q;(r) varyasyonu yéni degisimi ile belirlidir. Yoriingenin 8 g; () varyas-
yonu, aksiyonun 3S varyasyonunu verir. Biitiin yoriingeler P, ve P, sibit nok-
talarindan gectikleri i¢in bu noktalarda ydriingenin varyasyonu sifirdir ve

5g,(t) =8¢,(1)=0 (1.1C3)

siur gartlart yazilabilir, Bir yoriingeden &biiriine gegerken zaman sibit oldugun-
dan, zamanin varyasyonu sifirdir : 8¢ = 0. NEWTON hareket kanununa uyan
yoriinge i¢in 5 = minimum oldugundan, bu yoriinge

s
33:5[L(g,,c},;:)d:=o (L1C.4)

s

bagintis: ile belirlidir. Iste bu bagintt HAMILTON varyasyon ilkesi ad1 ile bilin-
mektedir. Bu ilke

8S=8j‘Ldt=f‘8Ldr=0

seklinde de yazilabilir. Buradaki 8L tam diferansiyel alma kuralina gtre hesapla-
nabilir ve 8¢ = 0 oldugundan

BLMZ(_—_B +~———Bq,)
09

bulunur. Yerine yazarak

0-3 [tk os ajam
o4

i=1 1

elde edilir. Ote yandan,

o (41 - 460
dt dt

oldugundan, sag taraftaki toplamin igindeki integrallerden ikincisi
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f___ 5, dt — aL 4Qg)
aq, dt

seklinde yazilabilir. Bu integrale k.lsml mtegrasyon metodu uygulanirsa

fa
L _ 1=
f——Sq.dz [La] - (BL)Sqidt
aq[ 91 BQi
h

elde edilir. (I.1C.3) smir sartlarindan Stiirii

aL
- 8 —_
[ d q‘ (I)JH 0

4

olur ve kismi integrasyondan artan terimleri 85 i veren bagintida yerlerine ya-

23arak
SS—Z'/.[%-—M(BL)]S dt =0
aqi dt aq:

im1 4H

bulunur. Bu baginti keyfi 8¢; varyasyonlar: igin dogru oldugundan

d/al\ aL
— =0, =1,2,3 AC.5
dr (aq,) aq; ¢ ) @1C3)

sonucuna varlir. Bu denklemlere LAGRANGE denklemleri adi verilir.

Simdi LAGRANGE denklemlerinin gercekten NEWTON hareket denklem-
lerinden ibaret oldugunu gosterelim.

3

1
T=— mz g, d, (L1C.6)
im=1
oldugunu hatirlayarak (1.1C.1) badmtisindan
oL oT .
= N =Dy, i=1,2,3 1C.
2d, o4, { ( ) (L.1C.7)
ve
8L 14
—_— i=1273 I.1C.8
09 o4; ( ) ( )
bagmtilan bulunur. (1.1C.5) bagintisinda yerlerine yazarak
d v
a2V (=12 3)
dt ' dg

veya
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D _
dt

sonucuna varilir. Bu ise, (I.1B.1) bagintis: ile verilen NEWTON hareket denkle-
minin vektorel ifadesidir.

. 1% (1.1C.9)

(I.1D) HAMILTON HAREKET DENKLEMLER]

(1.1B.3) ve (I.1C.1) bagintilannm yeniden yazalim :
H=T+V, L=T—-V
Bu iki bagintiy1 taraf tarafa toplarsak
H4+ L=2T
bulunur, Ote yandan, (I1.1C.6) ve (I.1C.7) bagntilarindan

2T = miqi g, = 23:}": g,
i=1

i=1

yazilabilir ve bdylece

3
H=>p¢~L (1.1D.1)

=1

sonucuna variir. Bu bagmtinin her iki yaninm zamana gire kismi tiirevini

alirsak
—QE = — ﬂli (1.1.D.2)
ot ot

elde edilir. Simdi (I.1D.1) bagimtisian her iki yammin tam diferansiyelini alahm :
dH = > d(p,¢)—dL
i

Ote yandan, L = L(q,, ¢;¢) nin tam diferansiyelini olusturalim :

dL=Z(£dq,-—|— —"’-,L-dq',,) + 9L &
99; 09; at

bulunur. Aynica, (I.1C.7) ve (I.1C.5) bagintilarindan
aL oL d 3L\ .
a4, ‘oq, dt (aq',) -
yazilabilir, Bu bagintilar1 dL nin ifddesinde yerlerine yazarak
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dL=Z(fa.-dqf + p,dd) +-"”é—f‘—dr
i

bulunur. Bu sonucu da dH nin ifadesinde yerine yazarak

. . . . L
dH = 2@1 dp,+ p, 44 — Bedq, — p,dd;) — —%;— dt
']

veyd

. ) L
dH = Z @, dp— b, dg,) — 33—1 dt @L1D.3)
i

sonucuna varilir. Simdi de H= H(p;, g,;; t) nin tam diferansiyelini olugturalim :

dH =Z (ﬁ dp, + 28 dqf) + 9 (L.1D.4)
- ap; a9q; at

bulunur, (I.1D.4) iin (I.1D.3) ile karglastiriimasindan
2= =g, _q=—pl, (i=1,273) (1.1D.5)

sonuglar1 ve ayrica sikir olan (I.1D.2) bagmtisi elde edilir. (I.1D.5) bagintila-
rna HAMILTON denklemleri veyd kanonik hareket denklemleri adi verilir. p,
ve ¢; bagimsiz defiskenlerine biribirlerine kanonik eslenik dinamik degiskenler
adt verilir. Kanonik eslenik degiskenlerin boyutlarinin ¢arpimi aksiyon boyu-
tundadir. BOylece, meseld, enerji ve zaman kanonik eslenik dinamik degigken-
lerdir. Benzer sekilde, agtsal momentum bilegeni ve bu bilegenin ait oldugu eksen
etrafindaki donme agis1 gene kanonik eglenik dinamik degigkenlerdir.

(L1E.) HAMILTON - JACOBI DIFERANSIYEL DENKLEMI

S aksiyon bityiikliigiinii veren (I1.1C.2) belirli integralinin iist limitini # de-
giskeni olarak alalim. Bdylece

,
S = f L(g;, 4,3 1) dt (L1E.1)
L]}

yazilabilir, (1.1D.1) bagintist kullambrsa (I.1E.1) bagintisindan hemen
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3
ds .
—dt—=L=zP;q:—H

i=1

yazilabilir, Bu bagmtinin her iki yam d¢ ile ¢arpilirsa

3
ds = p,dg,— Hdt
=1

veya
dS=p.dr — Hd: (1.1E.2)
sonucuna varilir. Bu son bagint1 § aksiyonunun
S=8(@,1 (I.1E.3)

seklinde sidece r yer vektdriiniin ve ¢ zamamnin bir fonksiyonu oldugunu gos-
terir, Buna gore, aksiyonun tam diferansiyelinin ifadesi

ds = (VS) . dr + ﬁa% dr (L1E.4)
seklindedir. (I.1E.2) ve (I.1E.4) bagmtilarinin karsilagtinlmasindan
VS =p, —2*1 -—H (LIE.5)
t

sonuglarina varilir. Buna gore
2
H=H@p;0=T®+VE)=2-+VE0)
bagintisi

)
H=HES,r0)=—|VSP+ V1
VS, 50) = —|VS[ + Vir0)

seklinde yazlabilir. Ote yandan, (I.1E.5) bagntilarindan ikincisi

H(VS, v ) + -%‘; =0 (LIE.6)
veya
L owsr v n+ 25 =0 (LIE.7)
2m dat

seklinde yazilabilir. Bu kismi tiirevli diferansiyel denkleme HAMILTON-JACOBI
diferansiyel denklemi ad1 verilir.
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(I.1F) HAMILTON - JACOBi TECRISINE GORE DALGA DENKLEMI

HAMILTON - JACOBI teorisine gore bir aksiyon dalgasimn yiizeyi, yani
dalga cephesi

S, t) = C = sabit (1.1F.1)
veya
as
dS = (¥S).dr + Kdt =0 (1.1F.2)

bagmtist ile tammlanir. Aksiyon dalgasimn yiizeyi zamanla degisir, yani hare-
ket eder. Bu da aksiyon dalgasinin uzayda yayimast demektir. Belirli bir ¢ = ¢,
aninda aksiyon dalgasimin yiizeyi
S )=C (I.1F.3)
veya
F(@@) = C, = sabit (I.1IF.4)

bagintist ile belirlidir. Bu yiizeyin herhangi bir noktasindaki normal birim vek-
torii de

N _ VS
|VFl VS|

bagintis: ile belirlidir. (I.1F.4) bagintisindan
df=NVf).dr=20 (I.1F.6)

elde edilir. Burada 4, r vektorii (1.1F.4) yiizeyinin herhangi bir noktasindaki te-
get diizlemi igindeki keyfi teget vektorlerinden biridir ve (I.IF.6) baginuis1 4, r
teget vektOriinlin s6z konusu noktadaki V f normal vekidriine dik oldugunu
gostermektedir, (I.1F.6) bagmntist (1.1F.5) bagintisinin yardimui ile

d5S=WS8.dr=0 (LIF.7)

seklinde yazilabilir. (I.1F.7) bagintis1 (I.1F.2) bagintisi ile kargilagtirilirsa dS=d, S
olabilmesi i¢in

(L1E.5)

dr=dr ve _§_§=0

at
olmasinin gerektigi goriilir. O hélde, dalga ylizeyi uzayda yayilmiyorsa dr vek-
toril d, r teget vektoriine gakisir. Genel halde, ydni dalga yiizeyi uzayda yayilirken
—aai#o icin dr#dr
5

olmahdir. § aksiyon dalgasinin yayilma iz
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dr
U= — AF.8
7 (L.1F.8)
bagintisi ile tanmimlamir. B&ylece (1.1F.2) bagintisindan
S
V) .u+ 22— (LIF.9)
a¢
sonucuna varilir, u dogrultusu ve ydniindeki birim vektdr
== (1.1F.10)
u

bagintis1 ile belirlidir. Aksiyon dalgasi yiizeyinin herhangi bir noktasinda, dal-
ganin q yayilma dogrultusu ile n yiizey normali arasindaki a1 a= < (q,n) olsun.
O halde,

q.n=cosa (1.1F.11)

sonucuna varihr. Dalga ylizeyinin séz konusu noktasindaki 4, r teget vektorii-
niin dogrultu ve yoniindeki birim vektér T olsun. O halde,

gq=Tsina +ncosa (1.1F.12)
yazilabilir. (I.1F.5), (I.1F.10) ve (1.F.I.11}) bagintilarini kullanarak
(VS).u= [V S|ucosa (I.1F.13)

bulunur, Bu sonug¢ (I.1F.9) bagintisinda yerine yazihrsa aksiyon dalgasinmn ya-
yilma hizinin genel ifidesini veren

_ 98
_ at
u = [VS[cosa (1.1F.14)
bagintist elde edilir. Bu bagmnt:, her iki yamn karesini alarak
1 as \?
VS |? = L1F.15
AN u? cos? a ( ot ) ¢ )

seklinde de yazilabilir, Ayrica, (I.1E.5) bagintilarimi (I.1F.14) bagintisinda yerine

yazarak

R (L1E.16)

peosa
veyA VS =p=mv ve ¢ = <« (u,v) oldugunu hatirlayarak
H=mu.v=muvcosa d.1F.17)
bagintilan elde edilir.

V S=mv bagmntis1 noktasal pargacigin v hzimin dalga cephesine dik olduguuu
gostermektedir. Simdi § aksiyon dalgasimin u yayilma hizinin da dalga cephesine
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dik oldugunu farz edelim. O hiide a = 0 olur ve (I.1F.10) bagintisi ile tanimla-
nan q birim vektorinii veren (I.1F.12) bagintisi

—=q=n (1.1F.18)
u

seklini ahr. Ayrica, (I.1F.15) bagintis1 da
2
VS| = L(i*?_) (L1F.19)
ur \ 9t

seklini alir. Bu bagint1 S aksiyon dalgasinin yayilma kanununu verir ve HAMIL-
TON dalga denklemi adim alr. Ote yandan, o = 0 igin S aksiyon dalgasinmn ya-
yuma hizimin ifadesini veren (I.1F.16) bagintis1 da

= (1.1F.20)

p
seklini ahr.

Simdi de v _ 0 6zel hali icin » yayiima hizim hesaplayalim. (1.1B.6) ba-

i H
gintisina gore
P’ Ay
H=-—— 1 V{I) = E = sabit I.iF.21
o ( )
yazilabilir. Bu baginti yardim: ile (I.1F.20) bagmtisi
U= E — (I.1F.22)
V2m(E — V)

sonucunu verir. O halde, ¥ (r) potansiyel enerjisine sdhip noktasal bir pargaciga
ait § aksiyon dalgasinin yayilma hiz1 pargacifin yer vektdriiniin bir fonksiyonu-
dur. Eger pargacifin potansiyel enerjisi sifirsa, yani pargacik bir serbest par¢a-
ctk ise, bu pargaciga ait .S aksiyon dalgasinin yayilma hizi sabittir. Bu takdirde,
serbest par¢acigin kendi hazinin da v == sibit oldugu (I.1B.1) bagintisindan asikar
olarak gorillebilir.

(12) KLASIK MEKANIGIN YETERSIZLIGI

Klasik mekanik, veyd daha genel olarak kidsik teorik fizik, gerek yeryiiziin-
deki giinliik hayatta karsilasilan, gerekse diinya disindaki Evrende olagelen mak-
roskopik alandaki fiziksel olaylarin biiyiik bir gogunlugunu agikiayabilir. Fakat
atom fizifindeki ve ézellikle temel pargaciklarin s6z konusv oldugu mikroskopik
alandaki fiziksel olaylan klasik mekanik hemen hemen hig agiklayamaz.
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Klésik mekanigin ve klasik optigin yetersiz kaldig: ve kuvantum mekanigi-
nin billyiikk bir basart ile uygulanabildigi mikroskopik alandaki genis fiziksel
olaylar toplulugu, iki temel kavram bakimindan klasik fizige uymazlar :

1) Klasik fizikte dalga ozelligine sdhip oldugu bilinen 151k pargacik &zel-
ligine de sahiptir.

i) Klasik fizikte pargacik ozelligine sahip oldugu bilinen temel parcacik-
lar dalga o&zelligine de sahiptirler.

Bu kavramlardan birincisi 1900 yilinda MAX PLANCK 1n kara cismin rad-
yasyon spektrumunu agiklamak iizere yaptifi varsayima dayanmir. PLANCK
elektromagnetik radyasyonun kesikii (yani sitreksiz) enerji kuvantumlar1 geklinde
yutulup yayinlanabilecegini kabul etmistir. Bu enerji kuvantumlarinin her biri-
nin E buylkiiigii radyasyonun v frekansimin PLANCK sdbiti ad1 verilen bir A
evrensel sébiti ile garpilmas: ile bulunur :

E=hv (1.2.1)

Bu varsayim daha sonra 1905 te EINSTEIN tarafindan fotoelektrik olayin agik-
lanmas: icin kullanilnugtir. Béylece, 1515 foron ady verilen ve Av enerjisine sahip
pargaciklar gibi davrandigy anlagilmistir. Daha sonra COMPTON olaymin acik-
lanmasi da Av enerjisine sahip bir fotonun

p=—— (1.2.2)

momentumuna sihip oldugunu ortaya koymustur. p momentum vektdriiniin
dogrultu ve y6nii 11k dalgasmin yayilma dogrultusu ve yoéniindedir. Isifin A
dalga boyu v frekansina Av = ¢ bagntist ile baghdir. Burada ¢ 1s15in huzidar,
Bgylece, (1.2.2) bagintist

h
= 1.2.2a
p=- ( )

seklinde de yazlabilir.

Yukarda s6z konusu edilen ikinci kavram ise, DE BROGLIE nin 1924 te
yaptift varsayima dayamr. DE BROGLIE serbest hareket eden, yani potansiyel
enerjisi sifir olan temel pargaciklarin her birine birer dalganin eslik ettigini var-
sayarak, LORENTZ koordinat déniigiimii yardimi ile p = mv momentumuna
sahip bir pargacifa eslik eden dalganin dalga boyunun

L (1.2.3)

P my

bagmtisi ile belirlendigini bulmustur. Bu bagmmtiya DE BROGLIE formiilii adi
verilir. Siiphesiz (1.2.2a) bagintist (1.2.3) bagmtisinin 6zel bir halidir, yaai foton
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i¢in yazilmis DE BROGLIE formiiliidiir. Daha sonra elektronlarin ve nétronlarin
tipki X 1ginlart gibi kristdl sebekeleri yardimi ile difraksiyona ugradiklart ve A
dalga boylan (I1.2.3) bagintis1 ile hesaplanmak lizere 0 difraksiyon agisinin

nh=2dsin @ d.2.9)
BRAGG formiiliine uydugu deneysel olarak ispatlanmistir.

(L3) PLANCK VARSAYIMININ VE DE BROGLIE FORMULUNUN HA-
MILTON DALGA DENKLEMI ARACILIGI iLE ELDE EDILMESi

(I.1F.19) bagntis1 ile verilen

1 {951\
\'Z =—]— 3.1
V57 == ( = ) (@3.0)
HAMILTON dalga denkleminin VS = mv momentumuna sihip bir noktasal
parcaciga eslik eden S aksiyon dalgasimn yayilma kanununu belirledigini goér-
miigtiik. O hélde, S aksiyon dalgasmin # hizi ile yayilan ve
1 8y

qu,z_t.‘; or?

13.2)

genel dalga denklemi ile belirlenen bir y dalgas: ile yakindan ilgisi olmas1 ge-
rekir. Bilindigi gibi, v = y(r, ) dalga fonksiyonu ® = ®(r, ¢) faz fonksiyo-
nuna

Y =Ae¢® (1.3.3)
bagmtisi ile baglidir, Burada 4 dalganin genlii olup sabit bir bilylikliiktiir.

Simdi (1.3.2) dalga denklemini @ faz fonksiyonu cinsinden yazahm. Gerekli
tirev alma iglemlerini kisa yoldan yapabilmek igin (1.3.3) bagintisimin her iki
yamnin ¢ tabanna goére logaritmasini alahm :

hy=mhA+id 1.3.9)
elde edilir. Bu bagintinin her iki yamnin ¢ ye gére kismf tiirevini alahm :
1 9y . od
— =1 -3.
y o at 3.3

bulunur. (1.3.5) bagintistmn tekrar ¢ ye gore kismi tiirevi alinirsa

1 vy _ 1 (8W)2=ia"¢
ot ar?

y o y?

bagintis1 ve (1.3.5) bagintisinin her iki yanmmin karesi alinirsa
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L(B_W)z _ (_32)’
w2 \ 3¢ ot

bagintis1 bulunur. Son iki baginti taraf tarafa toplanirsa

1 2 2 2
1 9y =i o ._(.@) (1.3.6)
v 9 or? at
sonucuna varilir. §imdi de (1.3.4) bagmtisimin her iki yaninin gradyanini alalim :
X yw=ive 3.7
v
bulunur. (I1.3.7) bagntistun her iki yammnin diverjanst alinirsa
V.(wl——v\y)——-ivzd)
v
veya
Lev-Low=ive
v v?
elde edilir. (1.3.7) bagintisimin her iki yamnin skaler karesi ahinirsa
1
— (V) = — (V)
\;
bulunur, Son iki bagint1 taraf tarafa toplanmrsa
1
-;;— Py =19 D — (VO)? (1.3.8)
sonucuna varihir. Eger (1.3.2) bajintisi
| 1 1 3y
v VY=

seklinde yazilir ve (1.3.6) ve (1.3.8) bagintilart bu bagintida yerlerine yazilirsa

i 2O — (yO)? ___d-l_ [; P — (ﬂql)z]

u? ot ot
veya
2 2
(VD) — -i? (_@g—) _ f[vzcb ~ “5? aa:‘f ] (L3.9)

sonucuna varilir. Belirli bir anda es fazli noktalarin geometrik yerine y dalga-
siun dalga yiizeyi adi verilir,
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DE BROGLIE dalgalan bir serbest pargaciga, yani potansiyel enerjisi sifir
olan bir pargaciga eslik eden dalgalardir. Bir serbest parcacik igin faz fonksiyo-
nunun ifadesi ise

D=k.r — wt (1.3.10)

seklindedir. Siiphesiz bir DE BROGLIE dalgasi i¢in @ = sibit dalga yiizeyi bir
diizlemdir. (1.3.10) bagintisinda k dalga sayist vektiorii ve w agisal frekanstir. Bu
bitytikliikler dalganin A dalga boyuna ve v frekansina

2
|k|=k=—x£, w = 27V @.3.11)
bagintilart ile baghdir, Bilindigi gibi A dalga boyu, v frekanst ve u yayilma hizi
arasinda

AV =u (13.12)

bagintis1 vardir. k ve w bilyiiklikleri sdbit biiyiikliikler olduguna gore (1.3.10)
bagintisindan

Vo =k, —_—= =
at
ve bdylece : ,
*d
O=0, =0
v v
bulunur. O hilde, bir DE BROGLIE dalgas: igin (1.3.9) dalga denklemi
1 [{3d 2
VoY ——(—1] =0 1.3.13
Voy - ( - 13.13)

seklini alir. Simdi (1.3.1) aksiyon dalgasi denklemi ile (I.3.13) DE BROGLIE
dalgast denklemini karg;ilagtiralim :

wor - L(2)

u* \ ot
Lo (1.3.14)
2 [ O0%
vV e) T ( at )

Goriilityor ki S aksiyon fonksiyonu ve @ faz fonksiyonu aym dalga denklemini
saglarlar. O hilde, bu iki fonksiyon orantii olmahdir, yani # bir sdbit orant1
katsayis1 olmak lzere

S=#D (1.3.15)

bagintis1 gergeklenmelidir. Aksiyon boyutunda olan # sabitinin degeri asagpda
tayin edilecektir.
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(1.1B.6) bagintisimin yardimu ile (1.1E.2) bagintisindan aksiyon fonksiyo-
nunun 4S5 diferansivelini ve (I.3.10) bagintisindan faz fonksiyonunun 4@ dife-
ransiyelini alt alta yazalim :

dS =p.dr — Eadt

(1.3.16)
ddp=k.dr — wdt
(1.3.15) bagintisina gére
ds =#do
olmas1 gerektiginden
p=*%k, E = fin (1.3.17)
bagintilart bulunur. (1.3.11) bagintilarindan yararlanarak (I.3.17) bagintilanindan
lpl=p=—2%ﬁ—, E = 2nhy (L3.18)

sonuclarina varilir. Bu bagintilar, (1.2.3) DE BROGLIE formiiliinii ve (1.2.1)
PLANCK varsaymmini veren bagintilardir :

A= L2 , E=hyv (1.3.19)
D
(1.3.18) ve (1.3.19) bagintilarmin karsilagtinlmasindan # sbitinin degeri
P (1.3.20)
2%

seklinde PLANCK sibiti cinsinden elde edilir.

DE BROGLIE dalgasimin (1.3.10) bagintist ile verilen faz fonksiyonu, bu
dalgaya ait (1.3.13) bagintis1 ile verilen faz dalgasi denklemini dzdes olarak sag-

lamalidir. O halde,
Vo =k, 3 __ w
at

bagintilarini yerlerine yazarak

veya
— =y (1.3.21)

sonucuna vanlr. Ote yandan, (1.3.11) bagintilan taraf tarafa oranlanirsa (1.3.12)
bagintis1 yardimu ile
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2—=7\.v=u,
k

yani (I.3.21) bagintist tekrar bulunur.

(L4) SCHRODINGER DALGA DENKLEMI

Bir dnceki paragrafta HAMILTON veyda DE BROGLIE dalga denklemle-
rinin PLANCK ve DE BROGLIE bagintilan: ile uyum iginde oldugu goriildii.
Fakat bu dalga denklemleri ancak potansiyel enerjisi sifir olan serbest bir par¢a-
cik igin gegerlidir. Kldsik mekanigin gecerli oldugu makroskopik alandaki fiziksel
olaylarda oldugn gibi kuvantum mekaniginin gegerli oldugu mikroskopik alandaki
fiziksel olaylarin ¢ogunda, Srnegin atom fiziginde, parcaciklarin potansiyel enet-

jileri sifirdan farkhdw, O hélde, serbest olmayan pargaciklar igin, yvani genel
hilde HAMILTON dalga denklemi yetersizdir.

Aksiyon fonksiyonunun sagladifi denklem,

1 3wy
VY = 7 o 1.4.1)
seklindeki genel dalga denklemine
v =ASIh (1.4.2)
déniisitmii uygulandiktan sonra elde edilen
(VSP = (_a_g_)z (1.4.3)
u? \ 9t

seklindeki HAMILTON dalga denklemidir. Ote yandan, pargacigin potansiyel
enerjisini hesaba katmasi bakimmdan (I.1E.7) bagintisi ile verilen

1 as
— (VS 4+ V@, ) +—=0 1.4.4
o~ (VS) (r, 2) Py (1.4.4)

seklindeki HAMILTON - JACOBI diferansiyel denklemi ¢ok daha elverislidir.
Fakat bu denklemin mikroskopik alanda, meseld atom fiziginde gegersiz oldu-
gunu biliyoruz. O hédlde, (I1.4.4) denklemi mikroskopik alanda gegerli olacak
sekilde genellestirilmelidir. Bu genellestirmenin Snce bir serbest pargacik igin ya-
pilmasi daha kolaydir.

Potansiyel enerjisi sifir olan bir serbest pargacik igin HAMILTON - JACOBI
diferansiyel denklemi

(VS = — 2m —2—‘? (1.4.5)
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seklinde yazlabilir. Bu denklemdeki 8S/g¢ kismi tiirevi yerine (1.4.3) denkle-
minde bu tiirevin karesi yer aimaktadir. (I.4.3) ve (1.4.5) denklemleri arasindaki
bu fark (1.4.1) dalga denkleminde zamana gore ikinci mertebeden 3% y/9? tii-
revinin bulunmasindan Stiiriidiir. O hélde, ([.4.1) dalga denklemi yerine zama-
na gbre birinci mertebeden tiirev ihtiva eden

)
2 = —_—10 — ;4.6
VY Py (1.4.6)

seklindeki bir dalga denklemi kabul edilmelidir. Buradaki o sébiti asagida tayin
edilecektir. Simdi (I.4.6) denklemine (I.3.3) déniigiimiinii uygulayalim. Eger
(1.4.6) bagmtisi

v 9t

seklinde yazilir ve (1.3.5) ve (1.3.8) bagmtilari bu son bagintida yerlerine yazilirsa
ivPo — (VO): = —iai%

veya
(V®2=—a%?+iv=cb @4.7)

sonucuna varihr. Burada @ bir serbest pargaciga ait DE BROGLIE dalgasinin
faz fonksiyonu oldugundan

O=k.r—wt (1.4.8)
badintist ile belirlidir. O halde,
YVo=k, 2 __ W (1.4.9)
at
ve biylece
v =0
elde edilir ve (1.4.7) denklemi de
(VD) = —a —%% (1.4.10)

seklini alir. Gériilityor ki S aksiyon fonksiyonunun sagladigi (1.4.5) denklemi,
@ faz fonksiyonunun sagladigi (1.4.10) denkleminin aymdir. O hélde, bu iki
fonksiyon orantili olmalidir, yani

S=hsd (1.4.11)

seklindeki (I.3.15) bagntis1 gene gergeklenmelidir, (I.4.10) bagintisinda ® = S/#
yazilirsa
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1 a 95
S (VSR = — — %2
# (v5) o ot
veya
VS) = — ati 2> (1.4.12)
ot
bulunur. (I.4.12) denklemi (I.4.5) denklemi ile karsilagtinhirsa o # = 2m veyd
L0 (1.4.13)
A
bulunur ve (1.4.6) dalga denklemi de
. 2m Qv
Y= —j— — 4.14
vy " ar (1.4.14)

seklini ahr. (I.4.14) denklemi, her iki yaminuin — #2/2m ile ¢arpilmasi ve vy ile
béliinmesi ile

LA S ) &

v (1.4.15)
2m vy Vv ot

seklinde de yazlabilir.

DE BROGLIE dalgasinin (1.4.8) bagmtisi ile verilen faz fonksiyonu, bu dal-
ganin fazim veren

(voy = — 2. 32 (14.16)
h ot
denklemini 6zdes olarak saglamalidir. O hilde, (1.4.9) bagintlaria1 yerlerine ya-
zarak

K — 2mos
#i
bulunur. Bu bagintinin her iki yamni #2/2m ile carparak
272
fity = s (1.4.17)
2m
elde edilir. Serbest pargicik igin
o S
2m

bagintisimn gergeklendigini biliyoruz. Serbest pargicik icin p = #ik DE BROGLIE
baginus1 da gergeklendiginden (1.4.17) bagntisi
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pz
ﬁw = =
2m E

sonucunu verir ve bu da PLANCK varsayimidir.

Simdi (1.4.2) bagintistminin her iki yaninin e tabammna gére logaritmasini
alalim :

Iny=1In 4 +-% (1.4.18)

elde edilir. Bu bagintinin her iki yaninin ¢ ye gére kismi tiirevini alahm :
1 9y i @$

Yy gt i ot

veya
ih 3y _ _8S (1.4.19)
Yy ot at
bulunur. Simdi de (I1.4.18) bagintisiun her iki yaninin gradyanini alabm :
Lyww="Luys (1.4.20)
v h

bulunur. (1.4.20) bagintisimin her iki yaninin diverjanst ahinirsa

1 1 i
— VY — (YY) =— VS
v y? #

elde edilir. (1.4.20) bagintisinin her iki yanimn skaler karesi alinirsa
l 2 1 2
" (Vy)> = — ) (VS)
bulunur. Son iki bagint1 taraf tarafa toplanirsa
Loy—tys_Lwsy L.4.21)
Yy

sonucuna varihr.

(L4.4) ile verilen HAMILTON - JACOBI diferansiyel denklemi

L oysp==-22_vp (1.4.22)
2m at
seklinde yazilabilir. Serbest bir pargacik igin bu denklem
1 a5
— (V8P = — — 1.4.23
- (VS) Py ( )
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seklini alir. Ote yandan, serbest bir pargicik igin elde ettigimiz (1.4.15) denkle-
minde (1.4.19) ve (1.4.21) bagintilar1 yerlerine yazilirsa

i _, 1 as
——— |V S - — (V8| = — —
Zm[r'zv ﬁz( S)] at
veyd
——ﬁsz-[-—l-(VS)z = _a—S (1.4.24)
2m 2m ot

sonucuna vanlir. Serbest bir pargacik i¢in (I.4.11) bagintisina bakarak
V:S=HAyv?® =0

oldugunu biliyoruz. O halde, serbest bir parcacik i¢in yazilmug klasik mekanige
ait (1.4.23) denklemi ve kuvantum mekanigine ait (£.4.24) denklemi biribirlerinin
aymdir, Ote yandan, klasik mekanikte serbest parcacik igin yaziimms (1.4.23)
denkleminden serbest olmayan bir parcacik igin vazilmig (1.4.22) denklemine,
Oncekinin sag yanmmna — V terimini ekleyerek gecildigini goriiyoruz. Benzer ge-
kilde, kuvantum mekaniginde serbest pargacik i¢in yaziloms (I.4.24) denklemin-
den serbest olmayan parcacik igcin yazilmig denkleme gene sag yana — ¥V teri-
mini ekleyerek gecilebilir. Fakat serbest olmayan bir pargacik icin

VS0

olduguna dikkat edilmelidir. O halde, kuvantum mekaniginde serbest olmayan
bir pargacik igin yazilmis olan S aksiyon dalgasinin denklemi

irn _, 1 38

— —— S-!—-—-—v 2=—-————V 4.25

- - (VS) ot (1.4.25)
seklindedir Benzer gekilde, (1.4.24) denkleminin elde edildifi ve serbest bir par-
cacik icin y dalga fonksiyonunu veren (1.4.15) denkleminin sag yanina — V te-
rimi eklenirse

# o1

o _ if QY
y=— T 14.2
2m ¥ v ot (1.4.26

sonucuna varihr. (1.4.26) denklemi, kuvantum mekaniginde serbest olmayan bir
pargacik igin v dalga fonksiyonunu veren SCHRODINGER dalga denklemidir,

Siiphesiz bu denkleme (I.4.2) donilgiimii uygulamirsa, (1.4.19) ve (1.4.21) bagin-
tilarima (1.4.26) da yerlerine yazarak (I1.4.25) bagmntis1 tekrar bulunabilir.

(1.4.25) bagintist

1 s ik
— (VS + V@, )+ —=-—VS 1.4.2
oy VS V1) + o am ¥ (1.4.27)
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seklinde yazilabilir ve HAMILTON - JACOBI denklemininin kuvantum meka-
nigindeki genellestirilmis seklinin ifadesidir. Klasik mekanikteki (1.4.4) HAMIL-
TON - JACOBI denklemi bu bagintidan farkli oldugu igin S yerine S, koyarak

1 a5,
— (VS + V(r, ¢ 0
2m(Vo + Vi, )+ Py

=0 (1.4.4)

seklinde yazidmaldir. Kuvantum mekaniginden klasik mekanige, yani (1.4.27)
denkieminden (I.4.4) denklemine iki farkli yoldan gecis yapilabilir. Birincisi #
PLANCK sibitini sifir yaparak elde edilen gegistir ve bdylece

lim § = S, (1.4.28)

#i—~0
yazilabilir, Siiphesiz bu ge¢is mikroskopik alandan makroskopik alana gecigi ifa-
de eder. Obiirii ise V potansiyel enerjisini sifir yaparak elde edilen gegistir ve
serbest pargacifa ait olan bu gegis v* S, = 0 sartin1 da birlikte getirir. $iiphesiz
bu gegis mikroskopik alanda devam eder. (1.4.26) SCHRODINGER dalga denk-
lemi ¢ok kere

vy A

ih— = — — Yy 4+ V(@Y (1.4.29)
ot 2m

aligiimis geklinde yazilir.

(I.5) DALGA FONKSIYONUNUN YORUMU

2
iyt vy —in Y .5.1)
2m at

seklindeki SCHRODINGER dalga denkleminde y dalga fonksiyonunun yorum-
lanmasi gerekir. Bu maksatla (1.5.1) denkleminin her iki yanini i# ile bolerek

Ao, | 4 v
—_— _[_ —_— = .5.2
2mi vy if v ot @32)
bulunur. Bu denklemin her iki yaninin kompleks eslenigi alinirsa
Bocagn _ Ve OV
— — —y¥ = L.5.3
2mi vy if v at (133)

elde edilir. Burada y*,y fonksiyonunun kompleks eslenifini géstermektedir.
(1.5.2) bagintisimin her iki yanim: y* ile ve (1.5.3) bagintisinin her iki yanmini da
vy ile garpalim :

4
vy gy =y S (1.5.2a)
2mi ifh at

ve
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14 ay*
Ty — ——yry = 1.5.3a
rowil A A M A A o ( )
elde edilir. Bu son iki bagntiy: taraf tarafa toplayarak
# 0 au*
2w vy —yvyy =y Ly Y
2mi ot at
veya
ﬁ %* 2 2 ik a *
~WEVY — VYR +— () =0 (1.5.4)
2mi at

sonucuna variir.
Ote yandan,

V.(wWA)=yV. A+ A.yy

vektdrel 6zdegliginde
A=vwy*

yazilirsa

V.A=V.(W" =V y*
olacagindan

V. (wvy*) =y vyt + (v . (YY)

dzdesligi elde edilir. Simdi bu 6zdesligin her iki yanmimm kompleks eglenigini
alalim:

V. W* W) =vy* v v + (YW . (vV)
elde edilir. Eger son iki bagint1 taraf tarafa gikarilirsa
V- (VW — yyyh) = y* vy — yyiy* (L5.5)
Ozdesligi bulunur.
(1.5.5) 6zdesliginin yardim ile (I.5.4) bagintisi
fi d
—— V-V —yy ) + — Fy) =0 (1.5.6)
2mi ot
seklini alir. Bu son bagmnt, elektrodinamikte yiikiin korunumunu veyd hidrodi-
namikte kiitlenin korunumunu veren

V. )+ % ~0 @57

siireklilik denklemine ¢ok benzemektedir. Iste bu benzerlikten Gtiirii MAX BORN
1926 da y dalga fonksiyonunun yorumunu veren agagidaki hipotezi yapti :
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v, )y, dr= |y )2 dx

biiyiikliigii, bir parcacigin ¢ 4minda r noktas: civarindaki bir dv hacim elemam
igerisinde bulunma ihtimalini verir. O h;alde,

Pr.)y=|yr ) (I5.8)
fonksiyonu ihtimal yogunlugunu ifade etmektedir. Ote yandan,

#
J@, ) = —— (Y vy — yv y?) 0.5.9)
2mi
bagintisi ile ihtimal akim yogunlugu vektorii tammlanirsa (1.5.6) bagintist
vV.J+ —%{i—=0 (1.5.10)

seklini alir. Bu son bagint1 (I.5.7) bagmtisi ile karsilastirilirsa (1.5.10) bagintisinda
hidrodinamikteki siireklilik bagintisinda bulunan akiskanin p kiitle yogunlugu
yerine P ihtimal yogunlugunun ve akiskamin pv kiitle akimi yogunlugu yerine de
J ihtimal akimi yogunlugunun yer aldifi gériilir Béylece (I1.5.10) bagintisa ihti-
madalin korunumunu ifide eder.

Simdi pargacifin kapalt bir § yiizeyi ile simrlanmis olan sonlu bir ¥ hac-
muun igerisinde hapsedilmis oldugunu farz edelim. O hilde,

[Pandi=[lvanprdi=1 @©5.11)
V 4

bagintist gergeklesmelidir, ¢linkil pargacik ¥ hacmunin igerisinde hapsedilmis ise
bu hacim icerisinde bulunma ihtimali 1 dir, yani kesindir. Bu takdirde, v dalga
fonksiyonu sordu V hacrmina gore normlannustr denir. SCHRODINGER denk-
lemi ¢ fonksiyonuna gore lineer homogen oldugundan, keyfi bir N sabiti ile car-
pilmig Ny fonksiyonu da bu denklemin ¢dziimii olur. Bu sebepten, (1.5.11) norm-
lama bagintisini gergekleyecek sekilde bir N sabiti tayin edilebilir ve bu belirli ¥
sabitine normlama sdbiti ad1 verilir, Fakat (1.5.11) normlama bagintisimin gergek-
lenebilmesi i¢in ¢ dalga fonksivonunun uzayin ¥V bdlgesinde sonlu olmasi ve
boylece integralin yakinsak olmasi gerekir. Ayrica, normlama integrali zamanla
degismemelidir. §imdi de normlama integrali bir sonsuz hacim, yani biitiin ¢
boyutlu uzay iizerinden alinsin. O takdirde (1.5.11) bagintist

fP(r, £) dv = f] v, D Edr=1 (1.5.12)

seklini alir ve y dalga fonksiyonu normlanmistic denir. y dalga fonksiyonu bii-
tiin {i¢ boyutlu uzayda sonlu clsa bile (I.5.12) bagintisindaki integral iraksak
olabilir. Ozellikle

y=ecxplitk.r — wt)] (1.5.13)
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seklindeki bir DE BROGLIE dalgasi igin séz konusu integral wraksaktir. Bu ge-
kildeki fonksiyonlarin normlama bagntilan (II1.24) ve (I1I.25) numarali parag-
raflarda incelenecektir.

Simdi pargaciin kapah bir S yiizeyi ile sinirlanng olan sonlu bir ¥ hacm-
mn igerisinde bulundugunu, fakat bu kez hapsedilmemis oldugunu farz edelim.
O hilde, (1.5.11) normlama bagntis1 artik gegerli degildir ve

j P, t)dt =f(t)
V

integrali zamanin bir fonksiyonudur. Bu integralin zamanla degisimi, (I.5.10)
bagintisim1 ve GAUSS teoremini kullanarak

ifP(r,r)d-r=ff—af-d-r=—ﬂfV.Jdr=— fJ.ndS (1.5.14)
dt ot
V 4 4 Ry

sonucunu verir, Pargacigin ¥ hacm igerisinde bulunma ihtimilinin birim zaman-
daki azalma miktari, pargacigin S kapah yiizeyinden gecerek birim zamanda di-
sar1 ¢ikma ihtimaline esittir. O hilde,

n.J(r,)ds (1.5.15)

bilyiikliifii, par¢acigin ¢ dninda r noktas: civarindaki bir d4S yiizey elemanindan
birim zamanda gegme ihtimalidir ve b&ylece

n.J(r,1) (1.5.16)

fonksiyonu da yiizeyin n normali dogrultusunda ve yéniinde birim yiizeyden bi-
rim zamanda pargacifin gecme ihtimalinin bir Slgiisidir. P(r,¢) ve J(r,¢) her
yerde sonlu ve siirekli olmahdir. B3ylece, vy (r, ¢) dalga fonksiyonu ve bu fonk-
siyonun gradyani her yerde sonlu, siirekli ve tek degerli olmalidir.

(1.L6) ZAMANA BAGLI OLMAYAN SCHRODINGER DFNKLEMI

(1.4.29) bagintis: ile verilen SCHRODINGER dalga denkleminde V potan-
sivel enerji fonksiyonu zamana bagh degilse bu denklem sddelegebilir. Ciinkii bu
takdirde @ (r, ¢) dalga fonksiyonu i¢in yazilmis olan

z
122 " worvmo (L6.1)
at 2m

denkleminin genel ¢éziimii, r ve ¢ nin ayn ayn fonksiyonlarimin garpimiarinin
bir toplami olarak yazilabilir. Simdi (1.6.1) denkleminin

D(r,) =v{@fQ) (1.6.2)
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seklindeki bir ¢arpim olarak yazilabilen bir 6zel ¢éziimiinii diiglinelim. Denklemin
genel ¢6ziimii sonradan bu geklildeki farkh ¢Gziimlerin bir toplami olarak elde
edilebilir. (1.6.2) bagintist (I1.6.1) denkleminde yerine yazilirsa

X %2
ihy = — — fy2y 4 Vyf
2m

AT Ty VYO~ E (1.6.3)

elde edilir. (I.6.3) bagmtisinin sol yani sidece ¢ ye ve sag yam da sidece r ve
bagh oldugundan, her iki yamn ortak bir E ayrilma sdbitine esit olmasi gere-
kir. §iiphesiz bu E aynlma sibiti enerji boyutundadir. BSylece, ®@ yi veren
{1.6.1) denklemi yalmiz f yi ve yalmz y yi veren iki demkleme ayrilir. f(¢) yi
veren denklem hemen integre edilebilir ve C keyfi bir sibit olmak iizere

flty=CeElR

bulunur. y(r) yi veren Gbiir denkiem

ﬁz
T om V:y+V(@vy=Ey (1.6.4)

seklinde yazlabilir. Bu denkleme zamana bagh olmayan SCHRODINGER denk-
lemi ad1 verilir ve

2m
VY S (E— V)Y =0 (L6.5)

seklinde de yazilabilir. £(#) nin ifadesi (1.6.2) bagintisinda yerine yazilirsa
O )= Cy) e EA

bulunur. (1.6.4) denklemi ¥ ye nazaran lineer homogen oldugundan Cy yerine
vy alinabilir ve

O, t)=yE et Eh (1.6.6)
sonucuna vanlir. (I.6.6) bagintisindan ihtimil yogunlugu hesaplanirsa
lo@ )= |v@® =P

bulunur. Yani, eger potansiyel enerji zamana bagh degilse ihtimal yogunlugu da
zamana bagh degildir. Bu gart1 saglayan (1.6.6) dalga fonksiyonunun bir duraklt
hali temsil ettigi sGylenir.
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(I7) KUVANTUM MEKANIGINDE OPERATOR FORMALIZMI

2
iﬁ-a—w= ——-ﬁ—vzlp+ Vi, ) v (L.7.1)
at 2m

seklindeki zamana baglh genel SCHRODINGER denklemi

V. (VW) =Vvy
vektSrel dzdesligini kullanarak

5 oY I ’? V¢(ﬁ.— w)+ Vi, )y (1.7.2)
I

seklinde yazlabilir, Simdi (1.7.2) bagintisiin sag yammm HAMILTON fonksi-
yonunun

H=2P | pyu o (1.7.3)
2m

seklindeki tanim bagintisina benzetmeye ¢alisalim. Eger momentum vekidr ope-
ratori

p= %V {1.7.4)
bagintis1 ile tammlanirsa
pv=""vv (17.5)
bulunur. Bu bagintiya (1.7.4) tamm operatdril taraf tarafa uygulanirsa
pzw=p-w=f—v.(§w) (1.7.6)
elde edilir. Bu son bagmti yardim ile de
l—"i + v, z)] v=-1-ty¢g (—ﬁ.-W) + V(DY (7.7
2m 2m i i

sonucuna varilir. (1.7.3) ve (I.7.7) bagintilarinin yardmm ile (1.7.2) bagmntisi, yani
zamana bagli SCHRODINGER denklemi

i _ Hy (1.7.8)

seklinde yazlabilir.

Kuvantum mekaniginde dinamik degiskenler (1.7.4) bagmntisinda oldugu gibi
lineer operatirler aracih ile ifade edilirler ve her lineer operatSr temsil ettigi
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dinamik degiskenin gdsterildigi harf ile gosterilir. III. Boliimde lineer operatdr-
lerin 6zellikleri genel halde incelenecektir. Bu béliimde ise kuvantum mekani-
ginde kullamian operatérierin ozellikleri dogrudan dogruya incelenecektir. Ku-
vantum mekaniginde dinamik degiskenleri temsil eden operatérler ya r yer vek-
térii gibi basit bir ¢arpma operatériidiir, ya da p = — i # V momentum operatodrii
gibi bir diferansiyel operatordiir. Bdylece, klasik mekanikteki HAMILTON fonk-
siyonu kuvantum mekaniginde HAMILTON operatirime doniigir ve
#
H=— — 24 V(1) (1.7.9)
2m
seklinde yazlabilir. (1.7.9) bagintisindaki HAMILTON operatériiniin ilk terimi
bir diferansiyel operatSriidiir ve
”o_,  p P
SRR v - YIS NN S 1.7.10
2m v 2m 2m ( )

yazilabildiginden bu terime kinetik enerji operatérii adr verilir. HAMILTON ope-
ratdriiniin ikinci terimi ise, yer vektdriiniin ve zamanin bir fonksiyonu oldugun-
dan bir adi carpim operatdriidiir ve klasik mekanikteki gibi pargacigin V(x, ¢)
potansiyel enerjisinden ibarettir. (1.7.10) bagintisinda p? = p? kisaltmast kulla-
nildi. Burada p bir diferansiyel vekt6r operatdr oldugundan modiilii, yani bii-
yiikligii, tammianamaz ve bu sebepten p? skaler operatorii p vektdr operatdrii-
niin modiiliiniin karesi demek degildir.

Nasil ki zamana bagh SCHRODINGER denkiemi HAMILTON operat6rii
aracilg ile (I1.7.8) bagintis1 ile veriliyorsa, benzer sekilde (I.6.4) bagintisindaki za-
mana baglt olmayan SCHRODINGER denkiemi de

Hy =Ey (I.7.11)
bagintisi ile verilir. (1.7.11) tipindeki bir denkleme dzdeger denklemi adi verilir.
Buradaki E sébit savisina H operatdriiniin bir ézdegeri ve y fonksiyonuna da
H operatSriiniin  E 6zdegerine ait bir ozfonksiyonu ady verilir. Géoriiliiyor ki,
zamana bagll olmayan SCHRODINGER denklemi HAMILTON operatdriiniin
bir 6zdeger denklemidir. Boylece, E ayrilma sibiti HAMILTON operatériiniin
bir 6zdegeri ve w dalga fonksiyonu da bu 6zdegere ait bir 6zfonksiyonudur.
Bir 6nceki paragrafta (1.7.11) denklemindeki y fonksiyonunun bir duraklt hali
temsil ettigini gordiik. Ote yandan, (1.7.11) denklemi klisik mekanikteki ener-
jinin korunumu ilkesine tekabiil eder.

(1.8) OPERATORLERIN CARPIMI VE KOMUTATORLER

p = — i#V momentum vektSr operatSriiniin
A 0 h o9
Pr=—T "> py=_'—"_ b= —— (18‘1)

i 9x iay’ i 9z
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seklindeki ii¢ kartezyen bileseninin her biri diferansiyel operatérdiir. Ote yan-
dan, r adi ¢arpim vektdr operatdriiniin (x, y, z) seklindeki ii¢ kartezyen bileseni-
nin her biri de 4di ¢garpum operatoriidiir. Keyfi bir y = v (x, y, z, ¢) fonksiyonu
yardimi ile x ve p, operatérlerinin xp, ve p.x carpim operatérieri tanimlanabi-
lir. xp, ¢arpim operatdriiniiniin ¢ fonksiyonuna etkisi

3
xpx l’{ =X _-.-1E.
ax
seklindedir. p, x carpim operatoriiniin y fonksiyonunun iizerindeki etkisi ise

#
Py XY = — —i(xw)=—ff—(x-——+w)
i gx I ox

seklindedir. Burada ¢arpim sirast degistigi zaman elde edilen sonucun farkh
oldugu goriilityor. Bu iki baginti taraf tarafa gikarilirsa
(xpe— P, X)W =1ihy (L8.2)
bulunur, (xp, — p, x) ifidesine x ve p, operatdrlerinin komiitatorii adi verilir
ve [x, p,] ile gosterilir. y keyfi oldugu igin
[x9px] SXPy— Py X = ih (-[83)

sonucuna varihir, (1.8.3) bagintist r ve p operatdrlerinin ikinci ve ii¢iincii bile-
senleri i¢in de benzer islemlerle elde edilebilir ve

x.p)l=.p)=1[zp1=if (1.8.4)

yazilabilir. Goriililyor ki, momentum vektor operatdriiniin kartezyen bilesenleri
kendilerine karsihik olan kartezyen koordinatlarla komiitatif degillerdir. Ancak
#i— 0 icin kidsik mekanife gegildigi zaman komiitatiflik aksiyomu yeniden yii-
riirlitge girer. Simdi de momentum vektdr operatdriiniin kartezyen bilegenlerinin
kendilerine kargihk olmayan koordinatlarla ¢arpimlarini diigiinelim. Meseld x p,
garpim operatoriiniin y fonksiyonuna etkisi

f
D=

seklindedir. p, x ¢arpim operatfriiniin ¥ fonksiyonunun iizerindeki etkisi ise

K i oy
x T er— — =-_x_.-.-._
Py XV = (¥) =~ oy

seklindedir. Burada garpim siras1 degigse bile elde edilen sonucun degismedigi
goriilityor. Bu iki bagint1 taraf tarafa ¢ikarhrsa

xp,—p,x)y¥y=0 (1.8.5)
veyd
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[x,p)l=xp,—p,x=0 (1.8.6)
sonucuna varilir. Benzer islemlerie
. p}=b,pl=D,pl=1Iz,p)=1Iz,p ] =[x,p,)=0 1.8.7)
sonuglarina varilr,

Simdi momentum vektdr operatériiniin kartezyen bilesenlerinin kendi ara-
larindaki ¢arpimlarim diisiinelim. Kismi tiirev igleminin sirasi degisebildigi igin

Fv ( i3 )2 8’y
dx dy i] dyox
yazilabilir. O halde, momentum operatériiniin p,,p,,p, kartezyen bilesenleri

kendi aralarinda komiitatiftir. Siiphesiz (x, y, z) kartezyen koordinatlart da kendi
aralarinda komiitatiftir, ¢linkii 4di ¢arpim islemi komiitatiftir.

f 2
PxPy‘V=(".") =P, PV

H

(1.6.6) bagmniisi, durakli kuvanium héllerini temsil eden

v(r, 1) = u(r) ¢t Etih (1.8.3)

seklindeki bir dalga fonksiyonudur. Ote yandan, zamana gére kismf tiirev ope-
ratdriy aracihg ile

w=ino (1.8.9)
ot
enerfi operatorit tanimlansin. (1.8.8) bagintisindan baglayarak asagidaki islemler

yapilabilir :

myn=lnur)——E, L __ ‘g
v ot #
it Y —~ Ey (1.8.10)
at
sonucu veyd (1.8.9) tamum bagintis1 yardimi ile
Wy = Ey (L.8.11)

dzdeger bajinust bulunur. (1.7.8), (1.7.11), (1.8.10) ve (1.8.11) bagintilarindan bir
durailt hal igin HAMILTON operatdriiniin £ 6zdegerinin enerji operatdriiniin
de &zdegeri oldugu gorilir. Ote yandan, ¢ zaman operatérii bir adi carpim
operatéry olarax tanimianabilir, O balde, W¢ carpim operatoriiniin wy(r, ¢)
fonksiyonuna etkisi

Wtw:iﬁﬁa—(t\p)=fﬁ(;_a_“’_+q,)
o? at

seklindedir. tW garpim operatdriiniin vy (r, ) fonksiyonu izerindeki etkisi
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tWwy =ifit 3—‘"
ot
seklindedir. Bu iki bafnt1 taraf tarafa ¢ikarilirsa
(Wt —tWYw =ity
veya
W, el =Wt —tW=ih (1.8.12)
sopucuna varihr,

Goriliiyor ki, kuvantum mekaniginde p, ile x ve W ile ¢ kanonik eslenik
dinamik degiskenleri komiitatif degildir.

(L9) YORUNGE ACISAL MOMENTUMU VEKTOR OPERATORU

Kuvantum mekaniginde ydriinge acisal momentumu vektorii operatorii klasik
mekaniktekine benzer gekilde

L=r><pm—é—r><v (1.9.1)
i

bagintis1 ile tamimlanir. r ve p nin kartezyen bilesenleri cinsinden L nin kar-
tezyen bilesenleri

L.,=yp,—zp,, Ly=zp,—xp,, L,=xp,—yp, (1.9.2)
seklindedir. (1.8.1) bagintilarinin yardim ile (1.9.2) bagintilart

i az dy i ax oz i oy ox

(1.9.3)
seklinde de yazudabilir.
Simdi [L,, L ] komiitatériinii hesaplayalim. (1.9.2) bagmtilarimt kuilanarak
L L =@p,—xp)(xp,—yp.)

=P XZp, —PiIY — Xp,p,+ XD YD,

ve
L;Ly = (xpy - ypx) (Z.px - x.pz)

=XPyZP, — X PP, — P ¥Z+ P, XYD;

bulunur. Bu iki bagintiyi taraf tarafa ¢ikararak
Lng - LzLy = (pxx - xpx)z.py + (xpx — Dy x)ypz

=@xp,—p.X)(p.—zp,)

elde edilir.
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Xpy ~pyx=1ih ve yp,—zp, =1L,
bagintilarim1 kuilanarak
L L —LL =ihL,

sonucuna vanlir, Bu son bafintidan dairesel permiitasyon araciiyy ile benzer
iki baginti dabha bulunabilir ve

[L,,L)=i4iL,, [L ,L)l=ialL,, [L.,,L]=ihL, (1.9.4)
elde edilir. Bu ii¢c komiitatiflik bagmtist
LXL=iAaL (1.9.5)
veki6r operatbr bagintisina esdegerdir.

L yoriinge agisal momentumu vektdr operatori [e, , e, , e.] kartezyen birim
taban vektorleri cinsinden

L=e L +e¢L +elL, (1.9.6)
seklinde yazilabilir. Kartezyen taban vektdrleri sdbit vektorier oldugundan, L, ,
L,, L, kartezyen bilesenleri ile komiitatiftir. Bu sebepten (1.9.6) bagintist

L=L,e +Le +L,e, (1.9.6a)

seklinde de yazilabilir. (I1.9.6a) ve (1.9.6) bagmtilart taraf tarafa skaler olarak
carpilirsa

L2 =12=L%+ L2+ I (1.9.7)

sonucuna varilir. Bu son baginti yoriinge agisal momentumu vekidr operatérii-
niin skaler karesinin kartezyen bilegenleri cinsinden ifadesidir,

Simdi de [L?, L] komiitatoriinii hesaplayalm. Once (1.9.7) bagmtisin
kullanarak

L?,Lj=1?L, - L 12
=(Le+ Ly + L) L, — L, (Ly + Ly + L2)
=(Ly + L)L, — L, (L; + L)
=L, ~L, L)+ (L1 L, — L, L)) @
elde edilir. Ote yandan, &nce
LI —~L L =i#lL,
bagintisinin her iki yanini sagdan ve soldan L, ile ¢arpip taraf tarafa toplayalim :
LIy —LL. L =i#iLL,)
L L L ~I L =ikhLL,]
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LI} —LyL =iti(L L, + L, L) (ii)
bulunur. Sonra da
L L —L L =i#L,
bagintisinin her iki yamm soldan ve sagdan L_ ile garpip taraf tarafa toplayalim:
ﬁg-@gg:mgg[
LL,L —L,I=ikL,L,|
LL,—L,L=i#h(L,L,+L,L) (iif)
bulunur, (ii) ve (iii) bagintilar1 (i) bagintisinda yerlerine yazilirsa
M2,L]=—i#(L,L,+L,Ly+i#(L L,+L,L)=0

sonucuna varilir. O hilde, L? operatérii L, ile komiitatiftir ve L, ,L,, L, ara-
sindaki simetriye gére L, ve L, operatdrleri ile de komiitatiftir :

[L?,L]=0, [L*,L]=0, [L*,L]=0 (1.9.8)

Simdi L, L,, L, operatdrlerinin x, y, z operatorleri ile olusan komiitatsr-
lerini hesaplayalim. L, nin x, y, z ile olusan komiitattrleri :

[Lz,x] = (xpy—ypx)x__x(xpyhypx)
=xpyx_ypxx“x2py+xypx
=y (Xp, — P, X)
=ihy,

[L,,y]=Gp, —yp)y —y(xp, — yps)
= Xp,y —VYPxy —~YXD, -+ ¥p,

=—x(yp,—p,¥)
= —ifix

veé

[L,,z2]=(xp,—yp)z—2(xp,— yP))
=XP,Z—Yyp.2—2Xp,+2yp, =0

sonuglarm verirler. Bu bagmntilardan dairesel permiitasyon araciiign ile agagida-
ki sonuglara varilir :

[L,,x]=0, [L,,x]=—ihz, [L,,x]=ihy,
{Le,yl=itz, [L,,y]=0, [L,,y]=—itx, (1.9.9)
[L,,z}=—i#y, [L,,z]=ikx, [L,,z] =0.

Benzer gekilde, L, nin p, , p, , p, ile olusan komiitatorleri :
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[L,,p]=(&xp, —ypIP. — P, (xP, — ¥y D))
= XD, Py~ VPx— P XDy + D0V Py
=(Xp,—P:X)p,
=ihp,,

[L:.p] =GPy —pp) Py — Py (P — ¥ Py)
= XP; —YP:P, — D, XP, + P, ¥ D,
= —p,—p, Y >P,
=—ifip,

ve

[L,,p,]=(xp, —ypJ) P, —D.(xP, — Yy D)

=Xp, P, — VPP~ P, XP,+p,ypP,=0

sonuglarim verirler. Bu bagntilardan da dairesel permiitasyon aracihifi ile aga-
#idaki sonuglara vanlr :

[Lx’px]zos [Lyapx]=hiﬁpz5 [Lz’.px]=ih.py9
(Ly.pl=idip,, L, ,p,]=0, (L,,p]=—itp,, (19.10)

[anpz]=_ihpys [Lyspz] =ihpx’ [Lz’pz]=0°

(1.10) KURESEL KOORDINATLARDA YORUNGE ACISAL MOMENTU-
MU VEKTOR QOPERATORU

Kiiresel koordinatlardan kartezyen koordinatlara déniisiim bagimtilar
x=rsinBcose, y=rsinBcose, z=rcosH (1.10.1)

seklindedir. Yer vektOriiniin kartezyen koordinatlarda kartezyen birim taban
vektorleri cinsinden iféadesi

r=xe,tye, |-ze, (1.10.2)
seklindedir. (I1.10.1) bagintilarn (1.10.2) de yerlerine yazilirsa
r=r[sinf(cosgpe, 1 singe)+ cosbe)] (1.10.3)

elde edilir. (I.10.3) bagintis1 yer vektoriinil (r, 0, ¢) kiiresel koordinatlarinin bir
fonksiyonu olarak verir. Kiiresel koordinatlara ait taban vektérleri bu fonksiyo-
nun kismi tiirevlerinden ibarettir :
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rl=%‘-'—=sin6(coscpex—}—sin<pe,)+cosﬁez
r 4

rzz-g—;=r[cosﬁ(coscpex+sin(pey)—sinﬁez]

r3———-?-=-—rsin9(-— sing e, + cos ¢ e))
¢

[r, ,r,,r;] taban vektorlerinin modilleri
h=|r|=1 h=|r,l=r h=|r|=rsind (1.10.4)

oldugundan, kiiresel koordinatlara ait [e, , e, , €,] birim taban vekt&rlerinin kar-
tezyen koordinatlara ait [e, , e, , ¢,] birim taban vektorleri cinsinden ifadeleri

e, = sin 0 (cospe, +singpe)+ cos@ezl
e,=cosf(cospe, --sinpe) —sinde, (1.10.5)
e;,= —singe, +-cosQe, l
seklindedir. (I.10.5) bagntilarindan, [e, , e, , e,] birim taban vektdrlerinin biri-
birlerine ikiser ikiser dik olduklar1 ve bdylece
¢.e, =38, (hLk=1213) (1.10.6)

bagintilarini sagladiklan kolaytikla goriiliir. Bu son bagintidaki 8,, KRONECKER
sembolil kuvantum mekaniginde siklikla kullanilir ve biiindigi gibi

i=kigin 8y =1 ve i + k igin §,, = 0

Ozelligine sahiptir. [e, ,e,,e,] taban vektorleri kartezyen taban vektérleri gibi
sdbit degildir ve her biri kiiresel koordinatlarin bir fonksiyonudur. Fakat bu
vektdrler r radyal koordinatina bagl olmayip her biri sidece (0, ¢) agisal koor-
dinatlartmn bir fonksiyonudur.

[e, , e,,e,] taban vektorlerinin 8 ve ¢ ye gdre kismi tiirevierinin gene bu
vektdrlerin birer lineer kombinezonu olarak ifddeleri uygulamada gok elverigli-
dir. (1.10.5) bagintilarindan e, ve ¢, nin 9 ya gore kismi tiirevlerini alarak

%:mﬁ(eow e, +sinpe)—-sinbe, =e,

de : :
—2* = —sinB(cospe, +singe) —cosBe, = —e,

a0

sonuclari hemen bulunur. Ote yandan, e, ve e, nin ¢ ye gére kismi tiirevlerini
alarak
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~E::—‘~=sin9(—-sin(pe,:+coscpey)=sin9e3

¢

de, .

3 =cosO(—singe, 4 cos@e)=cosOe
¢

elde edilir. e; birim taban vektorii sidece ¢ nin bir fonksiyonudur ve bu vek-
toriin ¢ ye gdre tiirevini alarak

de,
do

bulunur. (1.10.5) bagintilarinin ilk ikisinden

= —cos@e, — singe,

sinOe, |- cosbe,=cospe, singe,

bagintisi bulunur ve boylece

o _ sinBe, —cosfe,
do
sonucuna varilir. Simdi buldugumuz sonuglar: siralayalim :
de, de, LA ]
— — %2 - 17 M ]
a0 ab a9
, (1.10.7)
4 e, sin 0, ﬁ32—=escose,ie-"———-—-cel sin 6 — e, cos 0.
ap aP a0
Kiiresel koordinatlarda gradyan vektdér operatdorimiin ifddesi
1 1 1
voe l @ L0 L a
h, ar h, 36 hy, 09
veyd ([.10.4) bagintilarinin kuilanilmasi ile
d 1 3 I 0
V=e —+e,— —+e — 1.10.8
Yar r o099 > rsin® P ( )

seklindedir. Ote yandan, (1.10.3) ve (1.10.5) bagntilannm yardimu ile kiiresel
koordinatlarda yer vektdriiniin e; taban vektdrii cinsinden ifadesi

r=re, (1.10.9)

seklindedir. (1.10.9) bagintis1 ile (I1.10.8) bagintist soldan taraf tarafa vektdrel
olarak carpilirsa

EXV = ey e O
a0 sin® Q¢

bulunur. Burada (1.10.5) veyd (1.10.6) bagintilarindan kolayca elde edilebilen

(1.10.10)
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e, xXe =e, e Xe=¢e, e Xe,=-¢ (1.10.11)

bagimtilart kullamildi. (1.9.1) bagintisinin araciif ile (1.10.10) bagintisindan yo-
riinge agisal momentumu vektér operatdriiniin kiiresel koordinatlar ve [e ,e,, e,]
taban vektorleri cinsinden

L=ffe & o 1 3 (L.1€.12)
i ot sin@ 9y

seklindeki ifddesi bulunur. Bu bagmtinin sag yanimn r radyal koordinatina ve bu

koordinata ait e, taban vektSriine bagh olmadifina dikkat edilmelidir.

Simdi L nin kiiresel koordinatlar cinsinden kartezyen bilegsenlerinin ifadele-
rini yazacagiz. (1.9.6) bagintisinin yardim ile (1.10.12) bagmtisindan

Lx=ex.L=i(ex.e3—i—ex.e2 _] 9
i L sin® 9o

L_—-Ae.L=i ey.e_,,i—*ey,e2 _1 _.8__
i 00 sinf 9o

Lz=e,.‘,.I..=i(ez.eaimez.e2 _1 2
i a0 sin® 3o

bagintilar1 bulunur (1.10.5) bagintilarindan

¢

.. &, =cosBcosp, ¢,.e,=cosBsing, e,.e,= —sinb,

¥

e,.e, = — SN Q, €,.e, = COS O, e, .e, =0

bagintilan elde edilir. Bu bagmtlan L., L, , L, yi veren bagmtilarda yerlerine
yazarak

L, =— i(sin¢i+cotg0 cosq)i-)
i a0 a9
> (1.10.13)
# d . dJ
L, = —/|[cosq-———cotgh —
= ( 0] ” 20 sin @ acp)
ve
-t 2 1.10.14)
I Jo

sonuglarima variir,

Son olarak yoériinge agisal momentumu vektdr operatdriiniin L? skaler kare-
sinin kiiresel koordinatlar cinsinden ifadesini bulacagiz. Bu maksatla da (1.10.10)
bagintisinin yardim ile r X V vektdr operatdriiniin (r X V) . (r x V) skaler ka-
resini hesaplayacagiz. Once (1.10.10) bagintisin sag yanindaki terimlerde e, ve
e, taban vektorleri en saga kaydiriimahdir.
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r><V=-—8—-e— I e 9

80 > sin® ° 99

bagmtist hemen yazilabilir. Ciinkii e;, 8 ya bagli olmadig i¢in 9/30 operatérii
ile komitatiftir ve 1/sin6 ile e, 4di ¢arpun operatorleri olduklar: igin komiita-
tiftir. Fakat e,, ¢ ye bagh oldufu igin d/g¢ ile komiitatif degildir. Keyfi bir
y(r, 8, 9) fonksiyonu igin

a v de
—y =6 —+ 2y
ap 3¢ a0

veya (1.10.7) badintilarina bakarak

—a—(ezlp)=eza—w—|—e3cosew
a0

a9
bulunur. v keyfi cldugu igin
d d
—e,=¢e,— - e,cos0
30 2 30 3
veya
ezi—:i-ez—cosﬁes, (1.10.15)
d¢ 3¢

elde edilir. Bu sonucu yukardaki r X V 1n ifddesinde yerine yazarak

r><V=i-e3—— .1 (iez—-cosee3)
a0 sin9® \ 9o

veya
d

—e .10.16
sinf Jo 2 a )

d
XV=]— otg 0 —
r (89+cg)e3

sonucuna varthr. Simdi artik (1.10.16) bagintis: (I.10.10) bagintisi ile soldan taraf
tarafa skaler olarak garpilabilir ve

d 1 d d 1 0
xV). e xV)={—-4 cotgOle, — ——e,|.le,— —e —
ExV). (rxV) Ka@ g)3 sin® 3¢ 2] (380 ? sin a(p)
3 d 1 Jd 1 o

= [ — + cotg 0 +
(86 s )89 sin8 g9¢ sin8 go

yazilabilir. Béylece

a2 d I 3*
- cotg 6 + .10.1
a9° 8 a0 sin2® go? (L10.17)

EXV).dex V)=

sonucuna vanlir. Ote yandan, (1.9.1) bagintisindan
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L= —FEXV).CXV) (1.10.18)

yazilabilir ve bdylece L? operatériiniin kiiresel koordinatlardaki ifadesi elde edilir.

(I.11) KLASIK MEKANIKTE POTANSIYEL ENERJIiSI KURESEL SIMET-
RiK OLAN BiR PARCACIGIN HAREKETININ BELIRLENMES]

Klasik mekanikte yer vektdrii r ve momentumu

= i —o 1.11.1
P 7 ( )

olan bir noktasal pargacia ait yoriinge agisal momentumu

L=t xp (1.11.2)

bagntist ile tamimlanir. (I.11.2) bagntisinin her iki yanimin zamana gdre tiirevi
alnur ve (I..11.1) bagmntis1 kullanilirsa

,&zrx_+ixp_rxﬂ+pr—r de_l.).,.

dt dt dt dt m dt

bulunur. Ote yandan, potansiyel enerjisi ¥ olan bir pargacigin hareket denklemi
bilindigi gibi

Q=~—VV (I.11.3)
dt
seklindedir ve bdylece
A vy (L11.4)
dt

sonucuna vartlir, Kiiresel koordinatlarda V = ¥V (r, 0, ¢, t) oldugundan, pargaciga
ait potansiyel enerji fonksiyonunun gradyani (I.10.8) bagintisindan yararlanarak
av 1 9V 1 8V

V= +— —e,+
or & r 89 " rsin® 90

e, (1.11.5)

seklinde yazilabilir.
Simdi parcaciga ait potansiyel enerji fonksiyonunun kiiresel simetrik, yani
V = V(r) seklinde oldugunu farz edelim. Bu takdirde (I.11.5) bagintis1

ve= ¢ (L11.6)

dr

seklini ahr. Ote yandan r = r e, oldugundan, (1.11.6) bagmtst yardimi ile
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r><Vlf=r--‘:;r£e1 X e =0
bulunur ve (1.11.4) bagintis1 da

-0 1.11.7)

veya
r x p= L = sabit (1.11.8)

seklini alir, Bu sonu¢ L ye dik olan (r, p) diizleminin sabit bir dogrultuya sdhip
oldugunu goésterir. Ayrica, (r, p) diizlemi koordinatlarin sébit O baglangig nok-
tasindan gectigi i¢in sdbit bir diizlemdir. O hilde, pargacifin y6riingesi (r, p)
sabit diizlemi i¢inde bulunan diizlemsel bir egridir ve |L| = L biyukligi ys-
riinge boyunca sébit kahr. (I.11.7) bagintisindan dolayr L ye bir hareket sébiti
ad verilir. (1.11.8) bagmtis1 da agisal momentumun korunumumu ifade etmektedir.

r = r e, bafintisindan yer vektSriiniin diferansiyeli hesaplanirsa

dv=dre +rde =dre -+ r(ﬁ do - %dcp)
a0 a9
veyd (I.10.7) bagintilarinin yardim ile
dr =dre, + r(d9e, 4 sin 0 dop e,) (1.11.9)

bulunur. (1.11.9) bagintist (I.11.1) bagintisinda yerine yazilirsa
dr do . do
=m—e +mr{—e,+sing—e 1.11.10
p a0 ( A 3 & 3) d )

elde edilir. r = r e, olduguna dikkat ederek (1.11.10) bagintis1 (I.11.2) bagmnti-
sinda yerine yazilirsa

do . A dP
L=mrt|—e, —sind——e I.11.11
m (dt e, — sin 7 2) ( )

sonucuna variir. Momentum vektoriiniin kiiresel koordinatlara ait [e,, e, , ¢,]
taban vektorlerine gore

P,=€.P, Dg=¢6,.P, Py,=28€.p

bilesenleri (J.11.10) bagintisindan yararlanarak
Pp=m—, p,=mr—, p¢=mrsin9-‘;—(p- (1.11.12)
s

seklinde bulunur. B&ylece, (1.11.10) ve (1.11.11) bagintilar:
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P=0¢ "I"pg €, +P¢e3 (I.lIlOa)
yYe
L=r(p,e;—p,e) (1.11.11a)

sekillerinde de yazilabilirler. p, bilesenine momentum vektoriiniin radyal bilege-
ni ve p, ve p, bilesenlerine de momentum vektoriiniin agisal bilesenleri ady verilir.
(I.11.10a) ve (1.11.11a) bagmtilaninin her iki yanlarmin skaler kareleri alimirsa

pP=p;+p+p (1.11.10b)
L= r(p2 + pi) (1.11.11b)
bagintilarn bulunur. (I.11.11b) bagintisindan eide edilen
I2
P+ pi= 3

degeri (I.11.10b) bagintisinda yerine yazifirsa

2

L
2—p? L 1.11.13
pr=rp " ( )

sonucuna variir,

Kiiresel simetrik bir potansiyel enerji fonksiyonu icin # HAMILTON fonk-
siyonu bir hareket sabitidir ve

2
H=2_ 1 v() = E = savit (1.11.14)
2m
seklindeki toplam enerjinin korunumu bagintisimi gergekler. Diizlemsel hareketin
= w/2 diizlemi iginde vuku buldugunu farz edersek (I.11.11) bagintis1 (I1.10.5)
bagintilarinin ikincisi yardim ile
do do
L=—mr—e,=mr—e, Jd1.15
d dt a )
sekiini alir. Bu bagmtimn her iki yaninin modiilii alimirsa a¢isal momentumun
Korunumu
d
mrr 2 = L — sabit (L.11.16)
dt
bagintisint verir. Ote yandan, (I.11.13) bagmtisi (I.11.14) bagintisinda yerine
yazilirsa toplam enerjinin korunumu (1.11.12) bagiatisinin yardum ile

1 dr 2 L2
—m -+ V(r) = E = sabit A1.17
2 ( dt ) 2mr? Vo) a )
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bagintisin1 verir. (I.11.16) ve (1.11.17) bagintilan bir arada pargacifin 6 = &/2
diizlemi veya (x, y) kartezyen diizlemi igerisindeki (r, @) kutupsal koordinatlar
cinsinden r = r(g) bagintist ile yoriingesini belirler.

(1.12) MOMENTUM VEKTOR OPERATORUNUN RADYAL BILESENI
Bir dnceki paragrafta klasik mekanikte momentumun radyal bilesenl
1
p,=¢ .p=-—T.p
r

bagntist ile tanimianmgti, Kuvantum mekaniginde r/r ve p operatérleri komii-
tatif olmadiklart i¢in momentum operatdriiniin radyal bilesineni

1
Pr=_2‘(el-1’+p-el)

veya
111 r
P = [— T.p+p .——] 1.12.1)
2 1r r
bagintist ile tammlamr. Bu tamm bafintisinda p = — i# V yazarak ve p, ope-
ratorinil keyfi w(r, 8, ¢) fonksiyonuna uygulayarak
fi |l ' r
Y =—" [—- r.vy)+v. (—w)] (1.12.2)
2i L r r
veya
fi
p V= o7 [en VY + V. (g ‘I’)] (1.12.2a)

elde edilir. Ote yandan,

V.(elw)=V-(ir)=1V.r+r.v(ﬂ’-)

¥ r r

vektorel zdesliginde V.r = 3 6zdesligini kullanarak ve v (y/r) islemini yapa-
rak

bulunur. $imdi de

Ozdegliklerini kullanarak
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V.(Eﬁr)-——.’il-{-el.(vw—lel)
r r r

2
_3¥ v v _3dy . 2, (1.12.3)
r ar r ar r

veya
v.(& ¥

elde edilir, (1.12.3) bagmusiny (1.12.2a) bagmtisinda yerine yazarak
ﬁ fi {3 1
Py = (S48 2y} 2 (S L)
ar i \ or r
ve biylece
h 1
pPr= (__3_ -+ —-) 1.12.4)
i\ gr r

sonucuna varhr.

Simdi de p, operatériiniin karesi olan p? operatdriinii hesaplayahm. p, v
ye tekrar p_ operatdrinii uygulayarak

vy )
— —p {2 i
p,‘{f ( T ){ar +rw
3%y 1 9w I v 1
— ﬁz - ——— —— —_—
{a,.z r ar r2w+r‘ 8r+r2w*
— — 2 v _2..?__“’_)
or? r or
ve bdylece
32 2 4
2 — 2 __+H-—-) 1.12.5
ey (ar2 r or ( )

sonucuna varilir,

(1.13) p* OPERATORUNUN p? VE L* OPERATORLERI CiNSINDEN
IFADESI

Kiiresel koordinatlarda LAPLACE operatdriiniin ifadesi
9’ 2 4 1 [ 92 d | a?
= —— . — + — | — - cotg 1.13.1
v ort + r oor [89 8 90 T sin® 0 a(p"] ( )
seklindedir. (1.10.17) bagntist (1.13.1) bagintisinda yerine yazihirsa
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2 2 1
VZ:%_g—T%—[-?(rxv).(rxv) (1.13.2)

bulunur. (1.13.2) bagmtisinin her iki yam — #? ile garpilirsa (1.7.10), ([.10.18)
ve (1.12.5) bagintilarinin yardimu ile
2

L
pP=p+— (1.13.3)
F

sonucuna variir. Kuvantum mekanigine ait (I1.13.3) operatér bagmmtiss klasik
mekanige ait (1.11.13) bagntis: ile kargilagtirhirsa p, p, ve L dinamik degis-
kenlerinin aymi cebirsel denklemi sagladiklarn goriiliir,

(1.14) KURESEL SIMETRIK BIR POTANSIYFL ENERJI ICIN SCHRO-
DINGER DENKLEMININ ¢OZUMU

¥V = V(r) seklindeki kiiresel simetrik bir potansiyel enerji fonksiyonu igin
(1.6.5) bagntis1 ile verilen

v’w+%(£—mw=o (1.14.1)

seklindeki zamana bagh olmayan SCHRODINGER denkleminin kiiresel koor-
dinatlardaki ¢6ziimlerini arayacagiz. LAPLACE operatériiniin kiiresel koordi-
natlardaki ifadesi (I.13.2) bagintisina goére

2 2 3 l
o —  — e+ — @ XV).r XV 1.14.2
Vet T TR ( ). (r X V) (1.14.2)
seklindedir. Burada (1.10.18) bagintisina gore
2= —#@ xV).(r XV) (1.14.3)
oldugu bilindigine goére (1.14.2) bagitisi
32 2 9 |
P e o — — — — .14.4
v ar r or #r? a )
seklinde de yazilabilir. (1.14.4) bagintis1 (1.14.1) bagintisinda yerine yazilirsa
2 2 | ¥ 2
LY L S E- =0 (1.14.5)

art r ar #2 r?

sonucuna vanlr,

Simdi (1.14.5) kismi tiirevli diferansiyel denkleminin

vir)=vy(ro, 0= R(r) Y, 09) (1.14.6)
geklindeki ¢oziimlerini arayalim. (1.10.17) bagintisina gore
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Lz 82 3 1 82

-+ cotg O + 4.7
#? a6? s a6 sin?®  3¢? a )

oldugu igin L? operatdrii sidece Y (0, ¢) fonksiyonuna etki eder. O hilde,

(1.14.6) bagimti1 (1.14.5) denkleminde yerine yazihirsa
2 2
dR  ZydR pLY 2" g _yyry=0
dr? r dr ﬁ’rz #?

bulunur. Bu denklemin her iki yanit #? ile ¢arpilip R ¥ garpimina béliintirse

Y

P (d*R 2 dR\ 1Y 2m 2
L M oE—V)=0
R(dr2 +r dr) Bty T ¢ V)
veya
1 (d*R 2 dR L*Y
2|1 Badiietahd = = =I{+1 1.14.8
r[ (dr2+r dr)+ (E )] Ll -1+ auy

sonucuna varilir. (I1.14.8) bagintisinm sol yani sddece r nin ve sag yani da sidece
0 ve ¢ nin fonksiyonu oldugu i¢in her iki yamimin ortak bir /(/ 4- 1) boyutsuz
ayrilma sabitine esit olmast gerekir, Boylece (1.14.8) denklemi

d* R 2 dR {

s

radyal denklemine ve

M E— V) — I(H_I)]R:O (L.14.9)
#? r’

L2Y=RIl+ 1Y (1.14.10)
agisal denklemine ayrilir. (I1.14.9) radyal denklemi, V() kiiresel simetrik potansi-
yel enerji fonksiyonu bilindifi zaman ¢oziilebilir. (I.14.10) agisal denklemi L?

operatdrilniin 6zdeger denklemidir ve Y bu operatdriin 42 /(I + 1) 6zdegerine
ait bir 6zfonksiyonudur. (1.14.7) bagintisinin yardim ile (1.14.10) agisal denklemi
*Y Y 1 *Y

tg0 I+ 1Y = 14.
G Tt e LI+ DY=0 (L1411

veya

2
1i(sineai’)+ 1 9y 410+ DY =0 (1.14.12)

sin® a0 a6 sin? @ 3¢?
seklinde yazilabilir.

(L15) ACISAL DENKLEMIN ¢COZUMU

Herhangi bir kiiresel simetrik V{(r) potansiyel enerji fonksiyonu i¢in SCHR-
DINGER denkleminin agisal kism1 olan ve (I.14.12) bagintisi ile verilen
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1 d {. Y 1 ?Y
— {sin® Il+-1DY=0 1.15.1
sin @ 90 ( a0 ) + sin? @  gp? ¢+ ¢ )

kismi tiirevli denkleminin
Y(6,0)=0(0) ®(p) (1.15.2)

seklindeki ¢6ziimlerini arayalim. (I.15.2) bagintisi (1.15.1) denkleminde yerine
yazilirsa

+I1((+1)®0=0

(1] d ( d@) ® 3o
in9 —

;l_n—B E do sin2@  do?

bulunur. Bu denklemin her iki yani sin? 0 ile garpiip © @ garpimina boliiniirse

sin® d de 1 4d*o
—— — | 8in 0 —— I+ 1Dsin?f = — — - =m* (1153
® dG( d9)+(+) O do? )
elde edilir. (I.15.3) bagintisinin sol yam siddece 8 min ve sag yant da sidece ¢

nin fonksiyonudur ve m* boyutsuz ayrilma sabitidir. Béylece, (I.15.1) denklemi

1 d m*
9-—-) + g+ - ®=0 1154
sin® do ( 0 [ ( ) sinze] ( )
ve
2
4O L re—0 (L.15.5)
dy?
denklemlerine aynbir. (I.15.5) lineer diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii
D (p) = A ém® + Be—ime (1.15.6)

seklindedir. Siiphesiz [0, 2x] arahgmda ® ve d®/de sonlu, siirekli ve tek de-
gerli olmahdir. @ nin tek degerli olabilmesi igin bu fonksiyon ¢ nin peryodu
2n olan bir peryodik fonksiyonu olmalidir, yani

D (e + 27) = D (9)
bagintist zdeg olarak saglanmahdir. Béylece,
eimle+2m) — gimo
veyd
eitmmt = 1; cos2mn=1, sinZmxg=0
oimalidir., O hélde, (I.15.6) bagmtist m=0, = 1, =+ 2, ... olmak iizere
D (@) = A4 &me {d.15.7)

seklini alir. Simdi x = cos 8 degisken doniisiimit yapilirsa
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® () = Py (x) = P (cos6) (1.15.8)
yazilabilir ve (I.15.4) diferansiyel denklemi
d dpr e -
-Zx—[(l — x%) o ]—I—[l(!-{— 1)—1—_}7] m=0 (i.15.9)
seklini alir. Ayrica, (1.15.7) ve (1.15.8) bagintilarinin yardimu ile (I.15.2) bagmtist
Y1 (0,0) = Nim P (cos 0) eime (1.15.10)

seklinde yazilabilir, ¥ (0, @) fonksiyonuna kiiresel harmonik ad1 verilir. Burada
N, 1 ve m boyutsuz sbitleri cinsinden iféde edilebilen bir sabittir ve kitresel
harmonigin normlanmasinin sonucu olan bir degere sihiptir. Pr(x) fonksiyo-
nuna da asosye LEGENDRE fonksiyonu adi verilir.

(1.15.9) diferansiyel denkieminin m = 0 &zel hali i¢in ¢oziimieri,
P (x) = P;(x) (L.15.11)

bagintist ile tanrmlanan P, (x) fonksiyonlaridir ve diferansiyel denklem bu §zel
hal igin

o [(l—xz) dP‘]+l(1+1)P¢=0 (1.15.12)
X
veya
d* Py dP;
] —xt) —L —2x—L 4+ I+ 1)P =0 I.15.
( ) I T + I+ 1) P (I1.15.12a)

seklini alir, Simdi (1.15.12a) diferansiyel denkleminin
Pi(x)=x(ay+a,x+a,x*+..), a#0, s=0 (1.15.13)

veya
Pix) =% D g xk = > a xt+k (1.15.13a)
= -0

seklindeki bir ¢oziimiinii bulmaya ¢alhigalim. ((.15.13a) bagintisindan P, nin x e
gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini alarak
LR (s + k) akx‘+k—l=x32(s—|—k)akx"—1

dx
k

ve
d? P,

Z( s+K) (s +k=1a, x‘*""z—x*z(S-l-k)(s-i—kul)akxk—2

bulunur. Bu sonuglar (1.15.12a) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilirsa
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U= D> s+ K (s + k — 1) g 242
k

- ZxZ(s-I—k)ak xk=1 + I(l 4- I)Zak xk =0
k k
veya

Z (s+k)(s+k—1)a, x"‘“z—-‘z [(s+%) (s+hk—1)4-2 (s+-k)—I(I+1)) g, x¥=0
k k

veya
DA+ DG +k+2Daga— (s +k) (s +k+ D — I+ D] g} xk=0
k

Ozdesligi elde edilir. Bu sonug (1.15.13a) serisinin (1.15.12a) diferansiyel denkle-
mini 6zdes olarak sagladifm ggsterir ve herhangi bir &k igin x* min katsayist
sifira esit olmalidir. Bdylece

CHE+DE+HE+Dai =5+ +HE+D)—10+1a (11514

sonucuna vanlr. Kk = — 2 i§in ¢_, = 0 olduguudan

s(s—1Da,=0 (I.15.15a)
bagintist ve Kk = — 1 igin a_, = 0 oldugundan

s(s+1)a, =0 (I1.15.15b)

bagintist bulunur. g, sifirdan farkh oldugu i¢in (1.15.153) bagntist s(s — 1) =0
indis denklemini ve bOylece s =0 veyda s =1 sonucunu verir. s = 0 olmasi
gerektiginden, (J.15.15b) bagintisina gére s =0 ve a, + 0 olmalidir veyd s=1
icin @, =0 olmahdir. Siiphesiz s =0, ¢, = 0 sonuglar1 bir arada gerceklesebi-
lir ve sddece bu balin incelenmesi problemin ¢éziimiiniin bulunmas: igin yeter.
5 = 0 igin (I.15.14) rekirans bagmtis

k(k+1)—1I1d+ 1)

2 == a 1.15.16
k+2 kD& s ( )
seklini alir. Bu baginti hemen
alaa3=as=a7: - =0

sonucunu verir. Yani ([.15.13a) serisinde sddece dereceleri ¢ift olan terimler bu-
lunmaktadir ve &k = 2g alinarak

-]

Py(x) = D g x4 (1.15.17)

q=0
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vazilabilir. x = cos 8 oldugundan P;(x) in defisim aralift —1 = x =1 dir ve
bu fonksiyonun degisim arabigimn siirlarina ait degerleri (1.15.17) serisinin en
yiiksek dereceli terimleri ile belirlenebilir. Bu maksatla

a

lim 2(g+1)

q-bd) azq

limitinin mertebesi aragtinlmalidir (I.15.16) bagmntisinin aracilify ile

. Gy . ke kD -1+ 1)
lim = lim = lim =1 1.15.18
g, kmTa, T R DETD (L1318
bulunur. O haide (1.15.17) agilim
x==+1 iin: Pi(x) = E x24 = I (1.15.19)
I — x?

g=0

seklini alir. (I.15.19) bafgintist P;(x) in x = 4= ! icin sonlu olmadifim gosteri-
yor. Dalga fonksiyonunun her yerde sonlu olmasi gerektiginden P;(< 1) sonlu
olmalidir. O hilde, k£ — < olamaz ve (1.15.13a) serisi sonlu sayida terime sa-
hip bir polinom olmahdir. Yani

k=nign: a,#0 ve a,,,=0 (1.15.20)
sartlart saglanmah ve béylece (I.15.16) bagintisina gore
nn+1DH)—-I{l+1)=0

veya

m—Dmr+1I4+1)=0 (1.15.21)
olmahdir. Bu denklemin iki ¢éziimiinden # =/ (6ziimiinii segiyoruz. Boylece,
k=n = 0 bagintis1 / = 0 bagintisim verir ve n = — | — | < Q ¢dziimil gegersiz

olur. O hilde, P;(x) fonksiyonu / inci dereceden bir polinomdur ve bu polinoma
LEGENDRE polinomu adi verilir. k=n=20, 1, 2, 3, oldugundan, LEGENDRE
polinomlar: ailesinin dereceleri / =0, 1,2, 3,..., e dur. (I1.15.16) rekiirans ba-
gintisinmn yardim ile ber / igin polinomun katsayilan hesaplanabilir. «, keyfi
integrasyon sabitidir ve paragraf (I.16) da LEGENDRE polinomlarinin jenera-
tér fonksiyonunun yardimn ile belirlenecektir. Katsayilar hesaplandiktan sonra
(1.15.13a) bagintismnda yerlerine yazilir ve / = ¢ift tamsay1 igin s = 0 ve / = tek
tamsayr i¢in s = | alimir, Siiphesiz [ = tek tamsayt igin (£.15.16) bagintisinin
yerine (I.15.14) bagintisinda s == 1 yazarak elde edilen

_ G+ D(k+)— I+ 1)
1y =
(k+2)(k+3)

rekiirans bagintis: kullamlmahdir.

a, (1.15.22)
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(1.16) LEGENDRE POLINOMLARININ DOGURAN FONKSIYONU

LEGENDRE polinomlari, kolaylikla hesaplanabilmelerini miimkiin kilan

o

1
x, 1) = =D P, t<l 1.16.1
$O30) = = > PO, 1< (.16.1)

=0

seklindeki bir doguran (jenerator) fonksiyonunun yardimi ile tanimianabilir. Do-
Suran fonksiyonun e tabanna gore logaritmasi alinirsa

Ing(x, )= — —é— In(1 — 2x¢t +¢3) (1.16.2)

bagintis1 bulunur. (1.16.2) bagintisinin her iki yanimn x degiskenine goére kismf
tirevi alinrsa

g !

1
g x 1 — 2x¢ 4 ¢2
veyi

(—2xt+ )& 10 (1.16.3)
ax
bulunur. (I.16.1) bagintisindan yararlanarak g ve 39g/9x in LEGENDRE poli-

nomlart ve tiirevleri cinsinden a¢ihmlar (I.16.3) bagintisinda yerlerine yazildig
takdirde bu bagintiyr 6zdes olarak saglamahdir. Gerekli islemler yapilirsa :

( —2xr+z2)ZP; zl—zzp,zfzo
i i
zP; t— ZxZP; ¢l —4—21’; r’“—-ZP, t1 =0
i { i !
ZP;_H A _ 2xZP; eS| +ZP;_1 i+ _ZP’ A — 0
i H ) )

Z (Pioy — 2x P} + Pioy — P) 1 =0 (1.16.4)
i

sonucuna vartlir. Bu 6zdeglik LEGENDRE polinomlarinin arasindaki
Pi.1+ Py =2xP; + P, (1.16.5)

tirevli rekiirans bagmtisrm verir, (1.16.2) bagintisinin her iki yanimn ¢ degig-

kenine gére kismi tiirevi alimirsa

1 3dg _ X — 1

g o 1 — 2xt + #2

veya
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(1—2x:+:2)—2‘f—+(:—x)g=0 1.16.6)

bulunur. (I.16.1) bagintisindan yararlanarak g ve 9g/9¢ nin LEGENDRE po-
linomlar: cinsinden acilimlart (1.16.6) bagintisinda yerlerine yazilir ve gerekli
islemler yapilirsa :

(1 —2xt + t"')ZIP, ¢t - (r—x)zp, #=0
! |

zlP, #— ZleP, -+ ZIP, 4 ZP‘ gt — xZPI =0
i l ! ! i

DUIP —x > @+ D P+ D>+ D P =0

! P i

DU+ VPt —x > QI+ D P+ > IP =0

i 1 {

DA D Py — @I+ Dx P+ 1P ] =0 1L16.7)
H

sonucuna vanilir, Bu 6zdeslik LEGENDRE polinomlarimin arasindaki

(I + 1) Pf“l"l —I— le—l = (2l + 1) xPI (1.16.8)

tirevsiz rekiirans bagntisint verir. Biribirlerinden bagimsiz olan (1.16.5) ve (1.16.8)
rekiirans bagintilarindan, biribirlerinden bagumsiz olmayan fakat ifideleri daha
sidde olan rekiirans bagmtilar1 bulunabilir.

(1.16.8) bagmtisimin her iki yanumun tiirevi alimp 2 ile ¢arpilirsa
2014+ D Py + 2P =2Q+ )P, +2QI+1)x P
bulunur. Ote yandan, (1.16.5) bagintisinin her iki yant (2/ 4 1) ile garpilirsa

@Q+DP+ QU+ P =Q+ )P +2QI+ D x P
bulunur. Son iki baginti1 taraf tarafa ¢tkarilirsa

Piyr — Pioy = QI+ 1) P, 1.16.9)
sonucuna varnlr, (I.16.5) ve (1.16.9) bagintllarindan Py, ve P;_; ¢Oziiliirse
Piy=xP +(+ 1P (1.16.10)
ve
Pi_y=xP; — 1P, (I.16.11)

bagintilant elde edilir. (1.16.10) bagmtisinda / yerine 7 — 1 ve (1.16.11) baginti-
sinda da / yerine [ 4 1 yazilirsa
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Pr=xP_1+1P,_,
ve
Pr = x P — (I + 1) Py
bulunur. Bu bagmtilar ([.16.10) ve (1.16.11) bagintilarindan yararlanarak
Pi=x(xpP —1P)+1P,

ve
P =x[xPi+(+1DP]—(U+1)P,,
veya
(I1—x)P; =1(P_,—xP) (1.16.12)
ve
(1 —x) P =1+ 1D)(xP,— P (1.16.13)

sekillerinde vazlabilir.
(1.16.12) bagintisinun her iki yanminun tiirevi alinirsa
[(t —x*) P = 1(Pi1 — x Py — P)
bulunur. (1.16.11) bagmtisint kullanarak
(1 —x2 P = I(— 1P, — P)
veyid
(1—x3PT+I+1DP,=0 (1.16.14)

sonucuna varthr. (1.16.13) bagintisindan da (I.16.10) bagintisinin yardimz ile ayni
sonug elde edilebilir. (J.16.14) bagintist

(1—x)P]—2x P+ 1+ 1P, =0 (1.16.14a)

seklinde de yazilabilir ven LEGENDRE polinomlannin (1.15.12a) bagintis1 ile
verilen diferansiyel denklemidir.

(1.17) LEGENDRE POLINOMLARININ PARITESI VE x ==+ 1, 0 ICIN
ALDIGI DEGERLER

LEGENDRE polinomlarinin doguran fonksiyonunda x yerine — x ve ¢
yerine — ¢ yazihirsa fonksiyonun dederi degismez ¢

g, D) =g (—x, —1) = [1 — 2(—x) (=) + (=712 => P, (=) (—t)

=0

(1.17.1)
yazilabilir. (1.17.1) bagintisi (1.16.1) bagmtist ile karsilastirihirsa



54 ¥ TEK PARCACIGA AIT SCHRODINGER DALGA DENKLEMI

i (— P (=) i = 2 P(x) ¢

1=0 1=0
vazilabilir ve béylece
(— )Y Pi(— x) = P,(x)
veya
Pi(—x)=(—1)P () (1.17.2)
sonucuna varnlir. Bu sonu¢ LEGENDRE polinomlarinin paritesini belirlemeyi

saglar. Yani, / bir cift tamsayr ise LEGENDRE polinomu bir ¢ift fonksiyon
ve [ bir tek tamsayi ise LEGENDRE polinomu bir tek fonksiyondur.

(1.16.1) bagitisinda x = 1 yazihrsa

o

1
= P, (1) ¢ (1.7.1.3a
(1 — 2 + 22 Z ') )
1=0
bulunur. Ote yandan,
: - Z f (1.17.3b)
(1 — 2t + 32 1—¢
1m0
oldugunu biliyoruz. (1.17.3a) bagmtis1 (I.17.3b) bagintist ile karsilastirilirsa
P(1)=1 (1.17.9)
sonucuna varilir. (I.16.1) bagintisinda simdi de x = — 1 yazilirsa
1 —~zp(~— 1) ¢ (1.17.5)
(1 + 2t + ) : o
1=0
bulunur. Ote yandan,
1 1 -
- _ Z (— 1Y & (L.17.5b)
(1 4 2¢ 4 512 I4¢
=0
oldugunu biliyoruz. (1.17.5a) bagmtisi (I.17.5b) bagintist ile kargilagtirihirsa
P(—1=(—1) (1.17.6)

sonucuna varilir. Eger (1.17.2) bagintisinda x = 1 yazilirsa ve sonra (I.17.4) ba-
gintis1 kullanthirsa

P=D=(=DP1)=(—1
elde edilir, yani (1.17.6) bagintis1 tekrar bulunur.
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(1.16.1) bagmusinda x = 0 yazilirsa

1 — H
Y z P,(0) ¢ (L17.7)
. ' =0
bulunur. Ote yandan,
'
(1 & 512 — Z( ¥ (2’22 )”) 12 (1.17.7b)
=i} )

oldugunu biliyoruz. (I.I?.?a) bagintis1 (I1.17.7b) bagintis1 ile karsuastinlirsa
I=2n4+1 igin Py (0) =0 ([.17.8a)
ve
» (2n— DN
2a)!!

sonuglarina varilir. EZer (1.17.2) bagmtisinda /=241 ve x =0 yazlirsa
(I.17.8a) bagintisi tekrar bulunur,

=21 igin: Py (0)=(—=1 (1.17.8b)

(1.18) LEGENDRE PGLINOMLARININ DIKLiK VE NORMLAMA BA-
GINTILARI

LEGENDRE polinomlarina ait (1.15.12) bagintist ile verilen
dP,
l — +Iil+1D)P,=0 I.18.1
£ [( w2 ] I+ 1P, (118.1)

diferansiyel denkleminin her iki yamim P, ile ¢arpalm ve — 1 = x £ 1 degisim
arahginda integre edelim :

1

[:P,,-i[(l —x3) E’—] 41+ 1) P, P,} dx =0 (1.18.2)
) dx dx _
—1

elde edilir. Bu bagmntinin sol yanindaki birinci terim kismi integrasyon metodu

ile integre edilirse

1
nod dP, e dp, dP, dp,
/ P dx [“ e dx ]d [(1 ) By L f (= dx dx

bulunur. Sag yandaki ilk terim sifirdir. Bu sonug (I.18.2) bagmtisinda yerine
yazilirsa
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1 I
f(l N N SN 1)[?,,?, dx (L18.3a)
dx dx
-1 —1
edilir. (1.18.3a) bagintistnin her iki yaninda / yerine n ve n yerine de ! yazilirsa
1 1
dP,
f(l — x%) ar, —rdx=n{n+1) fP, P, dx (I.18.3b)
dx dx .
—1 —1

bulunur. (1.18.32) ve (I.18.3b) bagintilar1 tarafa tarafa ¢ikarihrsa

i+ 1) —nn 4+ 1)]'/1}33 P odx =190
veya -
(—m(+n+ IJfP, P dx=20 (1.18.4)
sonucuna variir, (I.18.4) bagmtisindan B

1
I=<n icin fp; P, dx =0 (L18.52)
oy

bulunur. Bu baginttya LEGENDRE polinomlarmun diklik bagmtisi adi verilir.
Ote yandan, (1.18.4) bagintisindan

1
I=n icin: f [P, ()P dx =y, % 0 (1.18.5b)
—1

elde edilir. Bu bagintiya da LEGENDRE polinomlarinin normlama bagmntist adi
verilir. (1.18.5a) ve (L.18.5b) bagmularimn ikisi bir arada

1
f P, (x) P, (x) dx =¥, 81n (1.18.5¢)
-1

seklinde yazilabilir. Bu son bagintiya da LEGENDRE pclinomlarimn ortonor-
mallik bagmust ady verilir,

Simdi (1.18.5¢) bagintisindaki ¥, sibitini / cinsinden tdyin edelim Bu mak-
satla (I.16.1) bagintisinin her iki yamimin Kkaresi alimrsa

1 — 2cht 2 Zw: i) ﬂi Pt = Z Z P (x) P, (x) #'*"

1=0 =0

bulunur. Bu bagmtinin her iki yam [— 1, 1] aralifinda x degiskenine gére in-
tegre edilirse (1.18.5¢) bagintistun yardimu ile
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f ! —-z‘z+ 7 =Z Z"*"flfn(x) P, (x) dx

-1 -1

=S S s,
4 n

= z ¥, (1.18.6)
i

elde edilir. (I.18.6) bagintisinin sol yamndaki integralde y =1 — 2x ¢ 4 ¢*> bagin-
tis1 ile tammlanan degigken donlgimil yapihrsa, dy = — 2¢ dx olur ve integra-
lin yeni simurlan: da:

x=—liciny=0+1? ve x=1igin y = (1 — 1)?
degerlerini alir O hilde, s6z konusu integralin degeri

1 (1+1)?

f dx _l a4
1 — 2xt + 12 2t y

—1 (1—z)2

1 (141)2
3l

2t (1—0)2
2
=,1_1,,.H(,.1;|;f)_5i;,, 1+t (L18.7)
2t (1 —1)? t 1—1¢

olarak bulunur. (I.18.7) bagintisinin sag yani ¢ nin kuvvetlerine gore seriye
acthirsa

w

2z 4 [ 2!
im(1+‘)=2(1+3;+_‘5_+‘7+...)=2Z ‘ (L18.8)

¢ 1 —1¢ 204+ 1
=0

elde edilir. (1.18.6), (I.18.7) ve (1.18.8) bagntilar1 karsilagtirilirsa

i o = 9 i il (1.18.9)
'Y:I = . N
20+ 1
i=0 +

=0

dzdesligi elde edilir ve bdylece
2
2141

sonucuna varilir. O halde, (1.18.5¢) bagintis1 ile verilen LEGENDRE polinom-
larmmin ortonormallik bagmntist

Y, (1.18.10)
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1

f P, (x) P, (x) dx =

—1

2
20+1

& 3
seklini alir.

(1.19) LEGENDRE POLINOMLARININ GENEL IFADESiNI YEREN ROD-
RIGUES FORMULU

x bagimsiz degiskeninin #(x) ve v(x) gibi iki fonksiyonunun ¢arpiminin
n inci mertebeden tiirevini veren LEIBNITZ formiilii
@) =uMv 4+ CLu My £ C2u" DY L L
oo F CEUDVD by

seklindedir. Burada C? katsayilart 7 geyin p ser p ser kombinezonlarinin sayist
olup

c;;E(").—=——"!—=in(n~1)(n_2)...(n—p+1) (1.19.2)
p/ plla—p! P!

bagintsy ile belirlidir. C%= C” =1 dir ve &biir katsayilar

1 1
Ci=h Ci=—_10-1D, G=—1(=10=2),.. (119.3)

seklindedir. Buna gore
@0 =Wy + DY b= DY o (L194)

yazilabilir. (I.19.4) bagmntisinda &nce / yerine / + 1 ve sonra u yerine u’‘yazarak

@)Y =y L (141 Py + % T+ 1) a0y 4 .. |

L (L19.5)

(u’v)(“‘l) = gty L ([_I_ 1) Uty 4+ _;_[(] + 1 wh " + ..

bagintilan1 elde edilir. (1.19.5) bagntilarmin birincisinde
v=x, v =1, V=10
ve ikincisinde de
r=1—x%, vV = — 2x, Vo= —2, =0

yazilirsa
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(ru)+D = x 0D 4 (1 4 1) L19.6)
[(1 — )Y = (1 —x) D — 2 + Dxuld™D — (7 + 1) u® T
sonuglarina varithr, §imdi de u fonksiyonu
u=(x*—1) (1.19.7)

seklinde segilirse tiirev alarak
W =2x1(x* — 1)1

bulunur., Bu bagmtinin her iki yam 1 — x? ile ¢arpilirsa (I.19.7) bagintisinm
yardim ile

A —xHu = —2x(x>— 1y = — 2l xu
veya
(1—xDu +2lxu=0 (L.19.3)
bulunur. (1.19.8) bagintistnin her iki yanmmnin / -~ 1 inci mertebeden tiirevi alinirsa
(1~ x¥) o + 2 xuli*H =0
veya .
(1 — x»)a'T9D 4+ 2] (xu)i VD =0 (1.19.9)
elde edilir. (1.19.9) bagintisinda (1.19.6) bagintilar1 yerlerine yazilirsa
1 —x»utD 20+ Dxu™ —~ 11+ 1)
+ 2O 200+ DD =0
veya
(1 —xHuD —2x D+ I+ DD =0 (1.19.10)

sonucuna varilir. Bu son bagintida

P(x) = u® (1.19.11)

201
yazilirsa
(1—x)P, —2xP, +1((+1)P,=0 (1.19.12)

elde edilir. (I.19.12) bagintist LEGENDRE polinemlarin: veren diferansiyel denk-
lem oldugu igin (I.19.11) bagintis1 bu polinomlar1 veren genel ifddedir. (I.19.7)
bagintisimin yardimu ile (1.19.11) bagintisi sonug olarak

1

P(x)= 21

A (x% — 1y (1.19.13)
dx! .

seklinde yazilabilir ve bu sonuca RODRIGUES formiilii ad1 verilir.
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RODRIGUES formiilii ve (1.16.8) ile verilen

1
P..=—[2l+1D)xP, —1IP,_ 1.19.14
T [ ) x P, 111 ( )
seklindeki tiirevsiz rekiirans bagintisi aracihigi ile LEGENDRE polinomiar:
hesaplanabilir. / = 0 igin

Py(x) = C = sabit (1.19.15a)
yaziabilir. (I.17.4) bagminfisina gére
P(1)=1

oldugu icin C sabiti belirlenebilir ve
Py(x) =Py (1) =1 (L.19.15b)
bulunur. Gergekten RODRIGUES formiilii de / = 0 igin

1
200!

P,(x) = 1=1 (1.19.15¢)

sonucunu verir. / = 1 icin RODRIGUES formiilii

P,(x)=—%-di;(x2—-l)=—;—2x=x (L19.16)

sonucunu verir. Bu sonug¢ P, (1) = 1 sartim saglar. / = 2 icin RODRIGUES
formiila

i da*

Pz(x)=222! -&;(x‘-—-2x2+1)
1 d
= —— (4x’ — 4
8 dx(x %)
1
= (Bx*~1) (1.19.172)

sonucunu verir. Bu sonug P, (1) = | sartimt saglar / > 2 i¢cin LEGENDRE poli-
romlant (1.19.14) bagintisi ile daha kolay hesaplanabilir. P,(x) i¢in s6z konusu
bagintida / = 1 yazilmahdir. Boylece
1 1
P, = 2y Bx P, — P) = --5'-(3x2 - 1) (1.19.17b)

bagintist tekrar bulunur. P,(x) icin (1.19.14) bagintisinda / = 2 yazarak
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P, = % (5x P, — 2P)

[-—g-x(sz——- 1)—2x]

[53Bx2—1)—4]

I

I

1
3
X
6
X
= (1532~ 9)
L

(5x* — 3x)

sonucuna varihir, Béylece, LEGENDRE polinomlan istenilen dereceye kadar
hesaplanabilir. Beginci dereceye kadar olan LEGENDRE polinomlarinmn listesi

asagidadir :

P, =1
P,=x
1
P,=—(@3x*—1)
2(
P, = % (5x% — 3x) (1.19.19)
P, =%(35x“—-30x + 3)
P =—Ié—(63x5—70x3—|-15x)

(1.19.19) bagintilarinin hepsi de P, (—x)=(—1) P,;(x), P,(1)=1 ve P{—1)=(—1)

bagmtilanm gergekler.

(120) ASOSYE LEGENDRE FONKSIYONLARININ LEGENDRE POLI-
NOMLARI CINSINDFN IFADES]

Paragraf (I.15) te tammlanan P} (x) asosye LEGENDRE fonksiyonlarinin

P,(x) LEGENDRE polinomlar1 cinsinden bir ifddesi bulunabilir. S6z konusu
bagintinin bulunabilmesi icin LEGENDRE polinomlarim veren

(1—x)P, —2xP; +1(l+1)P,=0 (1.20.1)

diferansiyel denklemi asosye LEGENDRE fonksiyonlarint veren diferansiyel
denkleme doniigtiiriilmelidir.
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u=P (x) (1.20.2)
vaz edilirse ([.20.1) denklemi
A—xH —2xu"'+ I+ Du=0 (1.20.3)

seklinde yazilabilir. Eger p = {m| vaz edilitse m =0, &= 1, 2, + 3,... igin
w=0,1,2,3,... elde edilir. Simdi (I.20.1) denkleminin her iki yammnin p niincii
mertebeden tiirevini alalim :

[(1 — 32w} — 2 () + 11 + Du® =0 (1.20.4)
bulunur. Ote yandan, (I1.19.4) bagntist ile verilen LEIBNITZ formiiliiniin ara-
cihigi ile

W) =u®t Dy L+ pu®iNy 4 % np — Da®™y 4 ...

\ (1.20.5)
@ W = w0y L pu® 4 -;" — DUy 4
bagintilar1 yazilabilir. (I.20.5) bagintilarindan birincisinde
v=1—x%, v =—2x, V=—2 V=0
ve ikincisinde de
v=1x, v =1, V=0
yazilirsa
[ =) = (=D uD = Qxu*D —pu— D) o
(xu.f)(u} = x u(ﬂ-+1) + u u(u) ( kel ts )

sonuglarina vanlr. (1.20.4) bagintisinda (1.20.6) bagintilan yerlerine yazilirsa
(I —xYu®r2 — 2ux ™™D — (g — 1)u®
—2xu* D — 20 I+ D =0
veya
(1—x) D=2 (u+Dx w4+ D—p @+D] u®=0  (1.20.7)

sonucuna varilir. Bu son bagintida (1.20.2) den yararlanarak
dimip,

dxlm|

w == y® =

(1.20.8)

yazilirsa
(1—XHw 2@+ Dxw' + I+ D—p@+Dw=0 (1.20.9)

elde edilir. Bu denklem P ¢x) fonksiyonlarim: veren (£.15.9) denkleminden fark-
hdur,
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Simdi de (1.15.9) denklemini elde edebilmek amaci ile

dim P,

f= PP = (== (- aymin s

(1.20.10)
fonksiyon déniisimiinii yapalim. (1.20.1J) bagintisindan
w= R (1.20.11)
(1 — xH)*2

bulunur. (I.20.11) bagintisinmn her iki yanimin e tabanina gore logaritmas alinirsa
Inwe=Inf— % In( — %) (1.20.12)

elde edilir. (1.20.12) bagintisimn her iki yamnin x degiskenine gore tiirevi ahinirsa

» S (1.20.13)
w f 1 — X2

sonucuna varthir. (1.20.13) bagmtismm her iki yanmun tekrar tiirevi aljursa

u 2 x*
w w? f f2+ l—xz—i_(l—xz)2

w? w'2 f# ffz

bulunur. (1.20.13) bagintisimin her 1ki yaminin karesi alimirsa bu kez

w’z_f"-'_l_ 2ux f" u? x*
w? f? I1—x2 f (A —x??

bulunur. Son iki baginti taraf tarafa toplanirsa

w"=f’_!_ 2ux

H MG+ 2) 22
1.20.14
P + ( )

Ly
foo1—-2 (1 —x%?

sonucuna vanlir. (1.20.9) bagintisinin her iki yam (1 — x%) w carpimina béli-
niirse

Wo_2W4Dx w0+ D  petD (1.20.9a)
w l—x w 1 — x? I — x?

elde edilir. (1.20.13) ve (1.20.14) bagintilan ([.20.9a) bagintisinda yerlerine yazilir
ve gerekli sidelestirmeler yapulirsa :
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1 ’ 2
Soo xSk R

f 1—x* f 1 — x? (1 — x%?

_2p+Dx f1 e+ Dx  I0+D p@+D

1—x2 f (1 — x2p 1—x* 1—x2
£ 2% f W@ 104D

—— —

f 1—x* f (1 —x%? 1 —x? 1 — x?

f* 2x f Ii+1 nz

f 1=x* f 1 —x? (1 — x*?

== {)

=0  (L20.15)

sonucuna varilir. (1.20.15) bagintisinin her iki yam (1 — x?) f carpim ile gar-
pilirsa ve p? = |m|* = m? yazilirsa

2

(l—xz)f'—2xf’-{—[l(l+1)— Imxz]f=0 (1.20.15a)
elde edilir. (1.20.15a) bagintisinda f = Py yazilirsa
Py 7 m?
— 2 - - Prn=0
(1 - x%) g 2x e + [1(1 + 1 T— xz] i (1.20.15b)

veya

d apm m?

I m o —
a[(l__xz) ot ]+{1(1+1)— l_xz]P, —0  (120.16)

sonucuna varilr. (1.20.16) denklemi (I.15.9) denkleminden ibarettir. O hilde
(1.20.10) bagntis1 aranilan bagintidir.

([.20.10) bagintis1 m > O igin

d™ P,

Prx) = (1= xye =

(1.20.17)
seklinde yazilabilir. Ote yandan, m > 0 igin Pr(x) fonksiyonu (1.20.16) denk-
leminin bir ¢oziimii ise P;™(x) de sébit bir ¢arpan farki ile aym denklemin
bir ¢dziimiidiir, Bu iki ¢6ziim arasindaki bagintinin

ey U —m)t
P = (P (1.20.18)

oldugu konu ile ilgili kitaplarda ispat edilmistir. (1.20.17) bagintisindaki tiirevin
m mertebesi P, polinomunun / derecesinden daha kiigiik olmali veya en fazla
ona esit oimahdir :
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|m| =1 veya —I=mz=l (1.20.19)

Eger bu sart gergeklesmezse Py fonksiyonu sifir olur. Gene konu ile ilgili ki-
taplarda asosye LEGENDRE fonksiyonlarina ait normlama bagintisinin

1
!
f [Pr ()P dx = —2 (L m)! (1.20.20)
204+1 (I — m)!
-1
seklinde oldugu ve ortonormallik bagntisinin da
1
2 -+ mt
Pr(x) Pr(x)dx = O,y 1.20.21
f’()'() A4+1 —mr " ( )

-1

seklinde oldugu gosteriimistir. (1.20.21) bagintis1 m = 0 i¢in (I.18.11) bagintisina
indirgenir. LEGENDRE polinomlarma ait (1.19.13) ile verilen RODRIGUES
formiilii (1.20.17) bagintisinda yerine yazlirsa asosya LEGENDRE fonksiyonla-
rnna ait RODRIGUES formiilii elde edilir :

(A — 2 g
I Ak

Pr(x) = (2 — 1) (1.20.22)

(1.20.22) bagintisinda (1.20.19) sartindan &tiirit m << 0 olabilir. / =1 ve /= 2 igin
(1.20.22) bagmntiss

PL(x) = (1 — x?)2 = sin @ (1.20.23)
P}(x) = 3x(1 — x?)* = 3 cos O sin O

(1.20.23a)
P2(x) =3(1 — x% = 3sin* @

sonuglarin verir. (1.19.19) ve (I.20.17) bagintilarindan da bu sonuglar bulunabilir,

@.21) KURESEL HARMONIK

(1.10.14) bagintistna gére ydriinge agisal momentumu vektdr operatdriiniin
L, kartezyen bileseninin kiiresel koordinatlar cinsinden ifédesi

L= (1.21.1)
i 99
seklindedir. L, operatdriiniin (1.15.10) bagintisi ile verilen
Y1 (8, @) = Ny, P (cos ) eime (1.21.2)

kiiresel harmonik fonksiyonunun iizerindeki etkisini inceleyelim :
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Lz Ylm = me P}” Lz eime

i o9
= hmN,, Py eme
ve boylece
L,Y,,0,¢)=fmY,,0, o) (121.3)
sonucuna varilir. (1.21.3) bagintis1 ¥, kiiresel harmonik fonksiyonunun L, ope-
ratoriiniin #m Szdegerine ait bir Szfonksiyonu oldugunu gosterir. Ote yandan
(1.14.10) bagintist ile verilen
177,,0,0) =1+ 1) ¥,, (6, ¢) (L21.4)

dzdeger bagintist, (1.21.3) bagntis1 ile karsastinihirsa kiiresel harmonigin 12
ve L, operatdrlerinin ortak Ozfonksiyonu oldugu anlasilir. Bu sonug L2 ve
L_ operatérlerinin komiitatif olmasindan otiiriidiir. Siiphesiz L? operatériiniin
#21{I + 1) dzdegerleri ile L, operatériinilin Zim Szdegerleri arasinda (1.20.19) ba-
gmtiss ile verilen

—l=m=l (L.21.5)

seklinde bir iligki vardir. / kuvantum sayisina yériinge acisal momentumu kuvan-
tum sayust adi verilir ve

1=0,1,23, ...
degerlerini alir. m kuvantum sayisina da magnetik kuvantum sayist veya izdiisim
kuvantum sayist ada verilir ve belirli bir / igin
m=0,+1,+£2 £3,.,+!
seklinde 2/ 4 1 farkb deger alr.
Kiiresel harmonik
f f Y, Y A2 = 810 Sy (L.21.6)
{4r)
seklindeki ortonormallik bagintilarini saglar. Burada dQ kati ag1 elemanidir
ve kiiresel koordinatlardaki ifadesi
dQ =sin 9 d0 d¢
seklindedir. (1.21.6) daki integral 4m degerindeki kati ag1 iizerinden alinmastir ve
kiiresel koordinatlarda

Ir =

/ / Y5, (8, 9) Y (0, 0) sin 0 d0 do = 8,1 Sy (1.21.7)
0

0

seklinde yazilabilir. Ote yandan (1.21.2) bagintisindan



KURESEL, HARMONIK x» 67

Yym (8, 9) = Nype P (cos 8) em'e
Yin (8, 9) = Ny PP (cos 6) e~imo
yazilabilit. Bu bagintilann taraf tarafa ¢arpilmasi ile
Y7 (9, ©) Yo (8, ) = Ny Ny Py (cos 8) P (cos 6) eftm'—me
elde edilir. Bu ifadeyi (1.21.7) bagmtisinda yerine yazarak.

2n £
Now Ny f eitn'—mo o f Pr(cos 0) P (cos0) sin 0 d = By 8, (121.8)
o 0
bulunur. Ote yandan,
2m 2n
m =m igin: fc“m'—m)'*’ de =fd(p =2n
6

0

ve
2n
, . - 1 o 2 1 —1
m # m Ign: f eliln’ —ne d(p =— eilm’ —me = ——— = 0
i(m' — m) o i(m' —m)
0
bulunur. Bu iki bagint:s bir arada
2n
[ et —me d = 2m 8,0 (1.21.9)

0

seklinde yazilabilir. Asosye LEGENDRE fonksiyonlarinin ortonormallik bagin-
tis1 olan (1.20.21) bagmtisinda x = cos 8 degisken doniisiimii yapihirsa

fP;" (cos 8) P12 (cos 0) sin 0 d8 =

0

2 (+m!
2041 (I — m!

S (1.21.10)

elde edilir (1.21.9) bagintis1 (1.21.8) bagintisinda yerine yazihrsa
N Np s 270 S f P (cos B) P (cos 8) sin® dB = 8y S pinr
0

elde edilir. Bu bagintinin her iki yaminda m' = m yazilirsa

2% Nim Nivm f P7 (cos 8) P17 (cos 0) sin 8 d = 5y (L.21.11)
| 0
bulunur. Simdi de (1.21.10) bagintis1 (I.21.11) bagmtisinda yerine yazilirsa
2 { !
27 Nim N _ Uxm Oy = Oy
241 ([ — m)!

elde edilir. Bu bagintinin her iki yaminda /" = / yazilirsa
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, _2A+1 (~m)
fm 4 (I + m)!

sonucuna varilr. (i.21.12) bagintist (1.21.2) bagintisinda yerine yazilirsa norm-
lanmis kiiresel harmonigin

(1.21.12)

2141 (I —m)!
4r (4 m)!
seklindeki genel ifadesi elde edilir.

1/2
Yim (8, 9) = [ } Py (cos 0) gime (1.21.13)

(1.21.13) bagintisinda m yerine — m yazilirsa

r 12
Yy = 2+1 (+m! [—
47 ( — m)! t

bulunur. Bu bagintida P~ yerine (1.26.18) bagintist ile verilen degeri yazilirsa
21+1 (I — m)t 112
4 (¢ 4+ m)!

elde edilir. Ote yandan, (1.21.13) bagintisinin kompleks eslenigi almirsa

P e—ims (1.21.14)

Yy = (— 1)'"[

— ) Y12
vy, — | 2L A=m N2 o g (1.21.15)
4~ ( -+ m)!
bulunur. (1.21.14) ve (1.21.15) bagintilar: karstlastirilirsa
Y8, 0) =(—1)"Y;,_. (0, 0) (L.21.16)

sonucuna varithr. (1.21.13) bagintisindan yararlanarak kiiresel harmoniklerin agik
ifadeleri yazilabilir. Asagida /=0, 1, 2 igin kiiresel harmoniklerin agik ifadeleri
verilmistir ;

1
Yoo = —— (L.21.17)

\/411:

3 \1/2 3 \1/2
Yo = ——) cos 9, Yis1= F (—) sin § etfe (1.21.18)
41 8w

12 . 1
) c0s 0sin 9 e*2ie

5 1/2

YZ.O = ( ) (3 cos? 6 — 1), Y2,ii = +F (
16w

1

1.21.19
s ( )

3?2rw
Bu ifidelerin hepsi (1.21.16) simetri bagintilarini gergekler.

172
Yo,42 = ( ) sin® O et2ie




I. BOLUME EK

LINEER
HARMONIK
0SILATOR

(L.EK.1) LINFER HARMONIK OSILATGR ICIN BIR BOYUTLU SCHRO-
DINGER DENKLEMININ COZUMU

Kartezyen koordinatlarda zamana bagh olmayan bir boyutlu SCHRODIN-
GER denklemi

d* vy
dx?

2
-+?’:i[1~:~ Vv =0 0.EK.1.1)
seklinde yazilabilir. Lineer harmonik osilatériin potansiyel enerjisi
1 2 42
Vix) = 2y mw® x (1.EK.1.2)

bagintis1 ile tamimlandig icin (LLEK.1.1) denklemi

2
c;x\ix n 2;;1 (Em %mwz xz) v =0 (LEK.1.3)

seklini alir. Burada w lineer harmonik osildtériin agisal frekansidir. (ILEK.1.3)
denklemini daha sdde bir sekilde yazabilmek igin

2F
£= -

= (LEK.1.4)
Aw
boyutsuz sabit bliyiikliginil ve uzunlugun tersi boyutuna sdhip
1/2
o= (—’3;2) (LEK.1.5)

sabitini tammiayalim. Son iki bagintinin yardimi ile € ve a sibitleri arasinda

69
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2mE

240
a‘e = o (L.LEK.1.6)
bagintisinin varlifi kolaylikla gésterilebilir. (1.EK.1.3) denklemi
dty 2mE m? w?
+ — X2 y=0
= (5T
seklinde yazihirsa (I.LEK.1.5) ve (I.LEK.1.6) bagintilarinin yardimi ile
d* vy
—— +(@e—u*'xHy =0
o2 ( IR
veya
1 4
— Y -y =0 (LEK.1.7)
a?  dx?
bagntisi bulunur. Bu son bagintida x degiskeni
y=ax (LEK.1.8)
bagintisinin yardum ile » boyutsuz dediskenine déniistiiriiliirse
dy = a dx, dy? = a? dx?, y: = a? x*
olacagindan (I.EK.1.7) denklemi
dz
Y ot e—y)y=0 (LEK.1.9)
dy?
veya
v
—— =3 —¢ (I.LEK.1.9a)
y

sekiini alir.

Simdi (I.LEK.1.9a) denkleminin x —> =4 e veyd y-> =4 oo i¢in asimptotik
¢Ozlimiinii bulmaya ¢alisahm. $iiphesiz (1.LEK.1.9a) denklemi y => =+ oo igin

L

Voapyp (o + ) (LEK.1.10)
Yy
asimptotik seklini akr. Bu denklemin y— + oo icin ¢dziiminiin
1 0
yo=yet ¥’ (y > =+ )

seklinde oldugu gdsterilebilir. Buradan n sonlu degere sdhip bir sabittir. y—> + co
icin y dalga fonksiyonunun sonlu degerier alabilmesi gerektigi icin ancak

— 1,2
v o= y'e 27 — + o) (LLEK.1.11)

olabilir. Bu son bagntinin her iki yamimn e tabanina gore logaritmas: aliirsa
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Iy =nlny— -;-yz (LEK.1.12)

elde edilir. (I.EK.1.12) bagintisimn her iki yamnin tiirevi alinirsa

il

v n

—_—=——y (LLEK.1.13)
v y
bulunur. (I.LEK.1.13) bagintisinin tekrar tiirevi alinirsa
vio_vri_
W WZ y2

bagimtis1 ve (I.LEK.1.13) bagintisinin her iki yammnin karesi alimirsa

‘l’ 2 nZ

— 2

w22 ety
bagintisi bulunur. Son iki baginti taraf tarafa toplamirsa
LA nin — 1)

. (LEK.1.14)

Y

sonucuna varihr. (I.LEK.1.14) bagmntisi y = + oo igin (I.LEK.1.10) bagintisim
verir ve boylece (1.LEK.1.11) bagmtisinin asimptotik ¢éziim oldugu anlagilir.
(I.LEK.1.14) bagintiss (I.LEK.1.92) bagintisi ile karsilastirilirsa

y— % oo icin g=2n+1 (I.LEK.1.15)

=y —02n4 1)+
b 4

sonucuna varihr,
(1.LEK.1.9a) denkleminin (I.LEK.1.11) asimptotik ¢fziimline uygun bir ¢3-
zimi
-1 2
v =H@e 77 (1.EK.1.16)

seklinde olmahdir. Bu son bagmtimin her iki yaninin e tabanina gore logarit-
mas1 altnirsa

Iny=1InH— -;-yz (LEK.1.17)

elde edilir. (1.LEK.1.17) baginusinin her iki yaminn tiirevi ahnirsa

v_fH (1.EK.1.18)
1 H
bulunur. (I.E.K.1.18) bagintisinin tekrar tiirevi ahpirsa

w#’ wrz _ Hﬂ _ H'2 _1
Y y? H H

bagintis1 ve (1.LEK.1.18) bagmtisinin her iki yanmin Kkaresi alinirsa
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w;z H!Z H:
— 2yt
Ve Ty

bulunur. Son iki bagint: taraf tarafa toplanirsa

vy H H'
S, SO S N LEK.1.19
T H Y H ’ ( )

sonucuna varthr. Bu sonug (I.EK.1.9a) diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa
H(p) fonksiyonunu veren

H —-2yH +{(¢—1)H=0 (I.EK.1.20)
diferansiyel denklemi bulunur. Simdi (I.LEK.1.20) diferansiyel denkleminin
Hy)y=y@,+ay+a,y*+ .., a# =0 s5sz0 (IEK.1.21)

veya

]

H) = y’Z a y"-—-—-Zaky’“‘ (LEK.1.212)
k

=0 k=0

seklindeki bir ¢oziimiinii bulmaya ¢alisalim. (I.LEK.1.21a) bagmtisindan H nin
y ye gore birincl ve ikinci mertebeden tiirevlerini alarak

H = z(s + k) @, e =y5;2(s + k) g, ye!

ve
H =D (s + k= D+ ay =y > (s+k—1)(s+kap
K k

bulunur. Bu sonuglar ([LEK.1.20) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilirsa
DGk DGR arT =2 (+Rar+E—1) ar=0
k k L

veya
Z(S-HH- Ds+k+ 2)ak+2yf<-22(s+k)aky"+(8* I)Zaky"z()
k k k

veya

DA +k+ DG+ +Da,—RE+R+1—ea)}r* =0

k
ozdegligi elde edilir. Bu sonug (ILEK.1.21a) serisinin (I.EK.1.20) diferansiyel denk-
lemini Ozdes olarak sagladifini gésterir ve herhangi bir &k i¢in y* nin katsayisi
sifira esit olmahdir. Boylece
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(s+k+D(G+k+2a.,=R6+k+1—¢a  (LEK.122)

sonucuna varihr. k = — 2 igin a_, = 0 oldugundan

s(s—~1a, =0 (I.LEK.1.23a)
bagintist ve k = — 1 i¢in a_, = 0 oldugundan

s+ 1) e .== 0 (LEK.1.23b)

bagmtisi bulunur. g, sifirdan farkl oldugu i¢in (I.LEK.1.23a) bagintisz
s(s—1)=0

indis denklemini ve boylece s = 0 veyd s = 1 sonucunu verir. s = 0 olmas: gerek-
tiginden (I.EK.1.23b) bagintisina gére s =0 ve ¢, # 0 olmahdir veyd s =1 igin
a, = 0 olmalidir. Siiphesiz s = 0, a, = 0 sonuglart bir arada gerceklesebilir ve
boylece a, = 0 olmak iizere s =0 veyd s = 1 olabilir. (I.EK.1.22) bagintisina
gore, @, =0 igin k = 0 olmak iizere k her zaman bir ¢ift tamsay: olmahdir.

H{(y) fonksiyonunun y —» =+ oo icin asimptotik degerleri (I.LEK.1.21a) seri-
sinin en yiiksek dereceli terimleri ile belirlenebilir. Bu maksatla

+2

. a % .. 4q
hm iﬂz___ — };2 llm _k.i
ka0 ak yk F -] ak

limitinin mertebesi araghirlmabdir, (I.LEK.1.22) bagmtisinin aracilif ile

+2 .
fim %22 a2 R e 2 L ek
koo Yk o (s+k+D(s+k+2) Kk

bulunur. m sonlu bir biiylikliikk olmak lizere »™ exp (»*) fonksiyonuna ait seri
H{y) fonksiyonuna ait serinin (I.EK.1.24) bagintist ile belirlenen 6zellifine s&-
hiptir. Gergekten

Y e = Z -l—] yRe+m (LEK.1.252)
gm0 v
serisi &k = 2g alnarak
P ert — Z kl et (LEK.1.25b)

seklinde yazilabilir. Bu bagintilardan
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gty v _ y Y
1 20 4m
(g+ Dty g+ 1 k 1
2
veya
1 23+t 2
im —2°% —im—2 = 20 (LEK.1.26)
o (+ DT ke & k
2

sonucuna varilir. (I.EK.1.26) sonucu (I.EK.1.24) sonucunun aymdir. O hilde
y—> 4= oo igin : H(y) = )y"e7’ (I.LEK.1.27)
elde edilir. Bu sonu¢ (I.LEK.1.16) bagintisinda yerine yazilirsa

. . ““1)'2 »t _1)'?
y—=> 4+ oo igin: y(y)=H(pe T = y"ere ¥

veya

1,
yo> koo igin:  y(p) = e’ (LEK.1.28)

sonucuna vanlir. O hilde y— &+ oo igin y(y) sonlu degildir ve bu sebepten
k—> oo olamaz, yani (I.LEK.l.2la) serisi k& =k, terimi ile kesilmeli ve k, mnci
dereceden bir polinom olmahdir. Béylece, ag, # 0 ve ay,+2 = 0 sartlar saglan-
malidir ve (I.LEK.1.22) bagntisina gore k£ = k, icin

4 ky+ D+ ko + D digez =205 + ko) + 1 — €l ag,
yazilabildiginden
e=2(+ky)+1 (1.EK.1.29)
sonucuna vartir. k., bir ¢ift tamsayr ve s = 0 veyd s = I oldugundan,
n=s-+k, (kg =10,2,4,6,..) (I.EX.1.30)

sayist s = 0 ig¢in bir ¢ift tamsayr ve s =1 icin bir tek tamsayidir. O hilde,
(LLEK.1.30) bagintis1 ile tanimlanan » sayist her zaman bir famsayidir ve
(I.LEK.1.29) bagintis1 bu tamsayr cinsinden

ge=2n-+1 n=01,23,..) (I.LEK.1.31)
seklinde yazilabilir, (I.EK.1.31) bagintis1 (I.EK.1.4) bagintisinda yerine yazilirsa

E, = (n + %) o (1=0,1,2,3,.) (LEK.1.32)

sonucuna varilir. (I.EK.1.31) bagintust H_ (y) polinomlarim veren (1.EK.1.20)
diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa
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H,—2yH,+2nH,=0 (I.EK.1.33)

diferansiyel denklemi elde edilir. H,(») polinomlarma HERMITE polinomlan
ad1 verilir.

(LEK.2) HERMITE POLINOMLARININ DOGURAN FONKSIYONU

HERMITE polinomlari, kolaylikla hesaplanabilmelerini miimkiin kilan

gy, £) = e~ = g—12+2y — Z H(y) :;—' (I.EK.2.1)

n=0

seklindeki bir doguran fonksiyon yardimi ile tamimlanabilir. Doguran fonksiyo-
nun ¢ tabamina gore logaritmasi alimrsa

Ing(y, )= —t*+ 2y¢ (1LEK.2.2)

bagmtisi bulunur. (LLEK.2.2.) bafmtisinin her iki yammn y defiskenine gore
kismi tirevi alimrsa

veya

3
%8 2g=0 (L.EK.2.3)
3y

bulunur. (I.LEK.2.1) bagintisindan yararlanarak g ve dg/dy nin HERMITE poli-
nomlari ve tiirevleri cinsinden ag¢iimlar1 (I.LEK.2.3) bagmtisinda yerlerine yazil-
difr takdirde bu bagintiyr 6zdes olarak saglamaldir. Gerekli islemler yapilirsa :

ZH;—L—ZrzH,,Lzo
n! n!
n R+-1
ZH;‘———zzﬂ,, AR
n! n!
St S
("—1)'

’, Iu
Z (Hy =20 H,) =0 (LEK.2.4)

veya

sonucuna varilir. Bu 6zdeslik HERMITE polinomlarin arasindaki
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H, =2nH,_ (1LEK.2.5)

tirevli rekiirans bagmtisim verir. (1.LEK.2.2) bagmtisinin her iki yaminin ¢ degis-
kenine gore kismi tiirevi alinursa

0

1 9 = —2t+ 2y
g odt
veya
ag
by — 4+ 2{(t—y)g=0 (.LEX.2.6)

bulunur. (I.LEX.2.1) bagintisindan yararlanarak g ve 9g/d¢ nin HERMITE poli-

nomlari cinsinden acihmian (I.LEK.2.6) bagintisinda yerlerine yazilir ve gerekli
islemler yapihirsa :

"1 t"
H, - + 2(f — H,—=0
Z (n— ! ( ”Z n!

t" gl ¢
S Bn R
n! n! n
H, +2 ,,_————— H—=
Z " Z ‘(n—l)' yZ

veya

Z (H,., + 20 H,_, — 2y H) ’—' =0 (LEK.2.7)
n!

sonucuna varilir. Bu 6zdeslik HERMITE polinomlarmin arasindaki

H . =2yH,—2nH,_, (I.LEK.2.8)
tirevsiz rekiirans bagmtisinl verir.

Tiirevli ve tiirevsiz rekiirans bagmtilarinin yardim ile HERMITE polinom-
larim veren diferansiyel denklem bulunabilir. (I.EK.2.8) bagmtisinda (I.LEK.2.5)
bagintis1 yerine yazilirsa

H_ ,=2yH — H, (L.EK.2.9)
bulunur. Bu bagintimin her iki yvamimn tiirevi alinirsa
Hyzw=2H,+2yH, — H, (1.LEK.2.10)
elde edilir. Ote yandan, (I.LEK.2.5) bagmtisinda # yerine n + 1 yazilirsa
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Hiopw=2@m-+ ) H, (LEK.2.11)

elde edilir. Birinci yaniar: esit olan (1.EK.2.10) ve (1.EK.2.11) bagntilarinin ikinci
yanlarmun esitlgi yazilirsa

2nH,+2H,=2H,+2vH, — H,
veyl
Hy —2yH, 21 H, =0 (1.EK.2.12)

sonucuna vanlir. (I.EK.2.12) bagmtisi HERMITE polinomlarimin (1.LEK.1.33)
bagitis ile verilen diferansiyel denklemidir,

(LEK.3) HERMITE POLINOMLARI iCiIN RODRIGUES TiPi FORMUL

Bir x degiskeninin f(x) seklindeki bir keyfl fonksiyonunda x = ¢ — y yazi-
lirsa f(t — y) fonksiyonu

d a
—ft—yy=——f(t—y) (LEK.3.1)
ot dy
kismi tirevli bagintisint saglar. Eger

St —p)=et»
secilirse (I.LEK.3.1) bagintisi

9 e——»? — _ 9 e—(t—y)? (I.LEK.3.2)

at ay
seklini alir. (I.LEK.2.1) bagmtisi ile verilen
gy, 1) = et e =

doguran fonksiyonunun ¢ degiskenine gore lasmi tiirevi alimrsa (I.LEK.3.2) ba-
gimtisimn yardimi ile

98 _ o @ it e (LEK.3.3)

ot ot ay
bulunur. Bu son bagintida ¢ defiskenine gére kismi tirev alma iglemi » — 1
kez tekrar edilirse
9 ‘f =e¥? 9 e——’ = (— [)'er* 9 g—(t—»)? (I.LEK.3.49)
at atn ayn

elde edilir. g(v,t) doguran fonksiyonunun ¢ degiskenine gore MACLAURIN
serisine agilimi
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-

ang In
9t = -
gy, 1) Z( 2" )'_0 "

n=0

seklindedir. Bu acium (I.EK.2.1) bagintisi ile verilen

g0, D= H0)
P .

n=0

acilimu ile kargilastirilirsa

H,() = (3 g ) (L.EK.3.5)
33‘" FEY
sonucuna vanlr, (I.E.K.3.5) bagintis1 (I.EK.3.4) bagntisimin yardimi ile
H () =(—D)"e” % v (LEK.3.6)
y

seklinde yazilabilir. (I.EK.3.6) bagintiss HERMITE polinomlarim veren RODRI-
GUES tipi formiildiir.

(1.LEK.3.6) bagintisimn yardimi ile HERMITE polinomlar: hesaplanabilir.
n = 0 i¢in bu bagmtl

HOp)=(—1 e =1 (1.EK.3.7)
sonucunu verir. (I.LEK.3.6) bagintisi n =1 igin

H ()= - e”’—agm e~ = — e (— 2pe?) =2y (I.LEK.3.8)
y

sonucunu ve # = 2 icin
a? 2
Hy(y)=e¢" —e¥ =’ — (- 2ye’)
: 3y* oy
= —2er (= 2y 4 [Je—r = dy? — 2 (LEK.3.92)
sonucunu verir, # > 2 igcin HERMITE polinomlan (I.LEK.2.8) bagintis1 ile verilen

Ho,=2H,—2nH,_, (1.EK.3.10)

seklinceki tiirevsiz rekiirans baintisinin aracilifi ile daha kolay hesaplanabilir.
H,(y) igin bu bagintida » = 1 yazilmahdir. Bdylece

Hy=2yH —2H, =2y(2y) —2=4y> -2 (1.LEK.3.9b)
bagmtis: tekrar bulunur. H,(y) icin (I.LEK.3.10) bagintismda # = 2 yazarak
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H=2yH,—4H =2y —2)—4(2y) =8y — 12y (1.EK.3.11)

sonucuna vartlir. Boylece HERMITE polinomlan istenilen dereceye kadar he-
saplanabilir. Besinci dereceye kadar olan HERMITE polinomlarimmn listesi aga-
gidadar :

H, =1
H =2y
H,=4y* -2 (I.LEK.3.12)

H, =8y — 12y
H, =16y — 48 % + 12
H, =32y —160y° + 120y

(ILEK.4) HARMONIK OSILATORE AIT OZFONKSIYONLAR ARASIN-
DAKI DIKLIK VE NORMLAMA BAGINTILARI

(LLEK.1.8) ve (I.LEK.1.16) bagntilarina gore harmonik osildtdre ait norm-
lanmig Gzfonksiyonlarin genel ifddesi

a? x?

1
v,(x)=~N,H,(ux)e ¥ (LEK.4.1)

seklindedir. Burada N, normiama sdbitidir. y,(x) normlanms oldugu igin ve
v, = ¥, oldugu i¢in

/ W, dx = f fw, ()P dx=1 (1.LEK 4.2)

bagintist ger¢eklenir. (I.LEK.1.8) ile verilen
y=0x (1.EK 4.3)

degisken doniisiimii (I.LEK.4.2) bagmtisina uygulanmrsa (I.LEK.4.1) bagintisimn
yardimu ile

N2
"
Q

f H2(p) e dy =1 (I.EK.4.4)

sonucuna varir. Ote yandan, (I.LEK.2.1) bagmtisim kullanarak
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o w0
[e0. 080y er dy = [ emrrsaremsthrer e dy =
o

e 00 —_

_ Z Z‘_ S f H,0)H,()e~"dy (LEK.4.5)
n! m!

n=0 m=0 —

yazilabilir. Bu bagimtimin sol yamindaki integralin sonucu

oo

e2f§ fe-—[y—(f+s)l‘2 dy —_ \/E ezu — \/_T:—

0 n=0

(2t s)"
n!

(LEK.4.6)

seklindedir. Bu sebepten (I.LEK.4.5) bagmtist ancak m = n 6zel hilinde gergekle-
sebilir ve

&0 L]

Do [moeresSrrnltl
! n! n!n!

a=( —_ n=0

yazilabilir. (I.LEK.4.7) bagintisindan
_[ HX (e dy = \/x 2" n! (LEK 4.8)

seklindeki normlama bagmtist bulunur. Ote yandan, (I.LEK.4.5) bagitisinda m+n
hallerine ait terimlerin sifir olmas1 gerektiginden

m % n igin : f H,() H,(») e*dy =0 (LEK.4.9)

seklindeki diklik bagintist bulunur. (I.LEK.4.8) bagintisi (I.LEK.4.4) bagintisinda
yerine yazilirsa

N2
- Vr2tnt =1
veyd
a 12

sonucuna varihr. (I.LEK.4.10) bagintis1 kullamlarak (I.EX.4.8) ve (1.LEK.4.9) ba-
gintilari bir arada
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2 o
N, f HO)H, () e dy =5, (LEK.4.11)

a

seklinde yazilabilir, Bu bagintida y = ax donlisiimii yapilarak (1.LEK.4.1) bagin-
tist yerine yazilirsa harmonik osilitore ait 6zfonksiyonlarin

f V,() ¥, ()dc=3,, (1.EK.4.12)

seklindeki ortonormaliik bagintilar1 bulunur.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

L1. Basamak fonksiyonu adr verilen ve
x<<0igin: V=0
x>0igcin: V=V,>0

bagintilari ile tammlanan bir potansivel enerji engeli veriliyor. E toplam enerji-
sine ve m kiitlesine sdhip pargaciklar soldan gelip engele ¢carpmaktadir.

v
A
E

v

o
(1) ’ (2)

—_— e — o e ems e vm

[ §

O
Sekil L1.

a) E >V, hili igin :
i) Bir boyutlu SCHRODINGER. denklemini ¢oziiniiz.

il) T gecis ve R yansima oranlarim hesaplaymiz ve 7+ R =1 oldugu-
nu gosteriniz.

iii) J, = J, oldugunu gosterinz.

b) 0 << E < V, hali igin yukardaki sornlarda sorulanlan yeniden cevaplan-
dirimiz.
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COZUM :
a) E> V, HALI ICIN ¢OzZUM :
i) Bir boyutlu SCHRODINGER denklemi

d*y
dx*

+~2ﬁ?[£—~ )]y =0 M

seklindedir. ¥ = v (x) oldugu igin, bu denkleme ait ihtimil akim: yogunlugu
vektoriiniin kartezyen bilesenleri

fi dy dy*
J.=13=J= « 2V . J,=J.=0 2
13 ,(w vy dx) @)

seklindedir.
kt=—FE, BE=— 0 (E-=V)>0 3

vaz edilecek olursa (1} denklemi

0icin: LY 4 g2y, =0 0 icin: LY | g2y, =0
x << 1(;111.;—2———1— TV, =0 ve x> zgm.a—-—}« SV, = 4

seklinde yazilabilir. (4) denklemlerinin genel ¢Oziimleri

v, = Bekrx 4 Ce—ax  y, = 4elkr* 4 De—ikax 5)
seklindedir. Burada vy, = y, + ¥, olmak iizere
Yy, = B e (6)
(1) bolgesinde potansiyel enerji engeline gelen dalgayr ve
Yy = Ce—hix (7)

(1) bolgesinde potansiyel enerji engelinden yanstyan dalgayr belirlemektedir. (1)
bolgesinden engeli agarak (2) bdlgesine gegen dalga

\I"T — A eika x (8)

seklindedir. (2) bolgesinde yansiyan dalga olmadif igin D = 0 dir ve ¥, = W
yazilabilir. x = 0 noktasinda siireksiz olan basamak fonksiyonuna ait dalga fonk-
siyonu bu noktada siirekli olmahdur. Sireklilik sartiar:

v, 0 =v0), v{0)=vy,©0 (%)
seklindedir.
Vy (x) =ik, Bekx — jk, Ce~#ax |y (x) =ik, 4 e¥s* (10)
oldugundan, (9) siireklilik sartlar
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B+C=A, ik (B—C)=ik, A

veya
k2
B+ C=4, B—C=-%24 (11
1
seklini alir. Buradan B ve C ¢oziiliirse
B=Ltl11X) 4, c=Li_ta), (12)
2 k, 2 k,

elde edilir.
i) (2) ve (6) bagintilarim1 kullanarak

# dvy dyg dy . ; .

J, = * 210 e 1, Y — jk, Bekix = jk
0 2mi (\Po dx Vo dx ) dx ! 1 Yo
dvy ) dyy :

‘l’: - = kil 2, v, d; = — ik, | wolz

: ik

Jy = f 2ik jy, P =—+ %F*—*i’i‘-IBF (13)

2mi m m

elde edilir. Ote yandan, (2) ve (7) bagintilarm kullanarak

hk hk
— = - L CP (14)

JR=

ve (2) ve (8) bagintilarim kullanarak

hk, Wk,

|, 2= 41 15)

Jy=Jp =

bulunur.

Potansiyel enerji engelini gecis oram T ve potansiyel engelinden yansima
orant R

(16)

{
, R = 'i&
L
bagintilar: ile tammlamr. (15), (14) ve (13) de bulunan Jr,Jp ve J, degerleri

(16) da yerlerine yazilirsa

k 1AP L _ICPR
1B

17

elde edilir. (12) bagmtilarmdan
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i—_ik_l___ E___k"—kfl (18)
Bk 4k’ Bk +k,
bulunur. (18) bagintilart (17) bagintilarinda yerlerine yazilirsa
- 2
_ Ak, k, ’ R— (ky — k) (19)
(k, + k) (k; + k,)?
sonuglarina varilir. (19) bagintilan taraf tarafa toplanirsa
dic ke, + (ky — k)Y = (ky + k)
Ozdesliginden &tiirit
T+R=1 (20)
sonucuna variir.
iii) y, = vy, + vz bagintisindan
dllfl dl{fo d‘lfR
= + 21
dx dx dx @)
elde edilir. (6) ve (7) bagintilarindan
dy : dvy .
=ik, W, , R = — ik, vy (22)
dax dx
bulunur. (22) bagintlar: (21) bagintisinda yerlerine yazilarak
dy .
L = ik, (o — V) 23)
dx
elde edilir. Bu bagintiyr ¢ = vy -+ w& bagintis1 ile taraf tarafa garparak
d .
wE T = i, (W) (W — W)
dx
veyd
LS dwl — k 2 2 % *
vt —- =ik, ([ Yo I” — | W 1> + W& Vo — V5 VR) (24)
sonucuna varthr, (24) bagmtisinin kompleks eslenigi alimarsa
dy? : 2 2 . .
ARy = — ik, (Yo P — | Vg > + wr Wg — v, ) (25)
bulunur. (24) ve (25) bagintilart taraf tarafa ¢ikarilirsa
dy dyt .
Vi — Y — =20k ([ Y, P — [y P) (26}
dx dx

elde edilir. (26) bagintis1
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f dy dw¥ )
Jy = P ‘ 27
Y omi (w; YRS 7
bagintisinda yerine yazilirsa, (6) ve (7) bagintilarinin yardimi ile
hk
1=~—m—’(lBlz—lC|2) (28)

sonucuna variir. Bu bagint1 (13) ve (14) bagintilarinin yardim: ile
Jy=Jy +Jp 29
seklinde de yazilabilir.

Ote yandan, (12) bagmtilarinin yardimu ile
2 z
|BE—|CP=— 1+£%—) - 1_&) A7
4 k, k,

veyd sddelestirerek

k
B~ |CPP=-—2]A) (30)
kl
elde edilir. (30) bagintis1 (28) bagintisinda yerine yazihirsa
k.
5=254p (1)
m

bulunur. (31) bagntis1 (15) bafintist ile kargilagtinhirsa J, = J, sonucuna varilr.
b) 0< E< ¥, HALI ICIN ¢OZUM :

] 2m 2m
2 2
i) k* = _ﬁz E, o= ——ﬁz Ve—E)>0 (32)

vaz edilecek olursa (1) denklemi

2

x<0icin: TV L iy =0 ve x>0 icin: LV _ g2y, =0 (33)
T Y= i Y=

seklinde yazilabilir, (33) denklemlerinin genel ¢oziimleri
y, = Cekx L De—Hx Yy, = A e | Be—x (G4
seklindedir. (1) bolgesindeki vy, dalgass DE BROGLIE dalgasidir ve V=V, +V¥z
olmak iizere
wo =C eka , ‘I’;R = D e—ikx (35)

sekillerindeki gelen ve yansiyan dalgalarin toplamuindan olusur. Ote yandan, v,
dalgas1 cos kx ve sin kx fonksiyonlarimin bir lineer toplami seklinde yazilabil-
digi i¢in her yerde sonludur. (2) bolgesindeki v, dalgass1 DE BROGLIE dalgas:
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degildir ve bu sebepten gelen ve yansiyan dalgalar s6z konusu olamaz. Fakat v,
dalgasina ait

B gax

terimi (2) bolgesindeki her yerde sonludur ve sonsuzda sifir dederini alir. Ote
yandan, ¥, dalgasina ait Obiir terim

A e(tx

sonsuzda sonsuz degerini alir ve bu sonug ihtimalin korunumu ilkesine uymadigh
igin 4 = O olmahdir. Buna gore

W (x) = ik (Celx — De), iy (x) = — @ B (36)
oldugundan, (9) siireklilik sartlar
C+ D=238, ik(C— D)= —aB
veyd
C+ D=B, C—D=5%B (37)
seklini alir. Buradan C ve D ¢dziillirse
1 a 1 a
C=—|14+i—185, D=—|1—-i—|B 38
() > (1-%) 9

elde edilir.

ii} (2) ve (35) bagintlarim kullanarak

hk hk
Jy= "0 CE,  JSg=—T2|Dp (39)
m m
bulunur ve boylece
J D|?
Iy [C?
elde edilir. Ote yandan, (38) bagintilarindan
1 o?
CP=IDP=—(14+—]|B} 41
|CP=1D] 4( H%| @D
yazilabildigi i¢in (40) bagmtisindan
R=1 (42)

sonucuna varihr. Ote yandan, (2) baginisinda
Vr = V¥, = Bex

yazdirsa
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*
Ve dx dx

oldugu i¢in J; = J, = 0 bulunur ve boylece
T=0 _ (43)
sonucuna varir. (42) ve (43) bagmtilart bu 6zel hil igin 7 + R = 1 bagntisinin
gene saglandigini gostertyor.
ifi) (2) bagmtisinda
w, = Cex . D e—iks

yazilirsa a) sikkindaki hesaplarin tekrari ile (28) bagintisina benzer sekilde

n=2(lcr-10p) (44

sonucuna varilir. (41) bagmntisina gore | C > = | D {* oldugundan (44) bagmtisi
J, == 0 sonucunu verir. Ote yandan, yukarda J, = 0 bulunmustu. Bdylece

J=J,=0 (45)
sonucu gene elde edilir.
L2, x<0igmn: V=20

O<x<aigin: V=1V,
a<xigin: V=20

v A

(1) ' 2) (3)

o
®Y

Sekil 1.2,

ile tammlanan potansivel engeli verildigine gore, bir boyutlu SCHRODINGER
denklemini toplam E enerjisi ¢ <<E<V, sartim saglayan ve m kiitlesine sdhip bir
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pargacik i¢in ¢oziiniiz. Pargacifin potansiyel engelini 7T gegis oranmmi ve engelden
R yansima oramim hesaplaymiz ve T4+ R=1 oldugunu gésteriniz. 0 < V, < E
sartim saglayan pargactklar igin problemi tekrar ¢éziiniiz.

SONUCLAR : 0< E< ¥, igin: o = “2_;”2_ (V, — E) vaz ederek :

4E(V,— E) R V2sinh?*a a
T = Vigahtaa+ dE(V,— E) °  Visnhlaa -+t 4E(V, - E)
2m

O0< V,< Eigin: K2= Y (E — V,) vaz ederek :

- 4E(E — V) R Visin? Ka
~ V2sinnKa+4E(E—V,) ~ Visin?Ka+4E(E— V)
L.3. x<< —aqigin: V=20
—a<x<a ign:V=—-7V
a << x icin: V=90

ile tammlanan kare kuyu potansiveli verildigine gore, bir boyutlu SCHRODIN-
GER denklemini :

V“‘
O - S
- O A
- >
X
(1) (2) (3)
-V
©

Sekil 1.3.
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a) Toplam E enerjisi E > 0 gsartim saglayan ve m kiitlesine séhip bir par-
gacik icin ¢Oziinliz. T gegis oramimi ve R yansima oranmimt hesaplaymiz. 7" nin
\/ﬂf{g = k ye gOre degisimini inceleyiniz ve maksimumlarm: veren E, enerji
seviyelerini bulunuz. Gegis rezonanslar: ad:r verilen bu maksimumlarin Ak yar:
deger genigliklerini hesaplayimz.

b) Toplam E enerjisi — V, << E < 0 sartim saglayan ve m kiitlesine sdhip
bir pargacik igin bir boyutlu SCHRODINGER denklemini ¢dziiniiz. £ < 0 igin
pargacik potansiyel kuyusuna baghdir. Bagl hdllerin enerjilerini veren baginti-
Jar1 bulunuz,

SONUCLAR: a) x*= -—Z;i (E + V,) vaz ederek :

4E(E + V) R Visin*2xa
T = i axa T AEE+ V) °  Viswiuat dEE TV
72 A2 n 2 E
E =—V, 4+ ~2" Ak o= 214+ =
i " e a( VO)
b) rg[-‘f-\/zm(Vo—wn} (n cift)
(A2 )7 A
V. — | E
o~ 1 £l ncotg[%—\/‘?m(Vo—{ED] (n tek)
|
1.4. X=daigin: V= oo,
ve —ag<x<agigin: V=20

ile tamimlanan kat: duvar potansiyeli icin bir boyutlu SCHRODINGER denkle-
mini ¢éziiniiz ve E >0 toplam enerjisine ve m kitlesine sihip bir pargacigin
E, enerji seviyelerini bulunuz.

SONUC :

TEZﬁZnZ
8 ma*

L5, x<0iin: V=40
O<x<aigin: V=7V,
a<x igin: V=2V,
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ile tanimlanan iki basamalk seklindeki bir potansiyel engeli veriliyor. E = 3V
toplam enerjisine ve m kiitlesine sahip pargacikilar engele soldan x ekseninin dog-
rultu ve ydniinde gelmektedir. Bir boyutiu SCHRODINGER denklemini bu

v A
+ o0
fooA A
U DR ' NN S
-d 0 a X
Sekil 1.4.

potansiyel igin ¢6zerek T gegis ve R yansima oranlarini ¢ parametresinin fonksi-
yonlar olarak hesaplayiniz ve T 4 R = | oldugunu gésteriniz. ¢ parametresinin
hangi degerleri igin 7T gegis oram en bilylik ve en kiiglik olur?

SONUCLAR : k*= %:i} V, vaz ederek :

_ 16 V3 R 15 — 8y/3 + cos 2V/2 ka)
15 + 84/3 + cos 22 ka) ’ 15 + 8y/3 + cos 2V/2 ka)

.. 1 T .. T
n=0,1,2,3, ... olmak fizere : ka=|n + --) —— i¢gin T en bilyitk ve ka=n ——
"+ V2 ’ %

icin T en kiciik olur.
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E = 3Vo
V= ZVO
V=V
3) e
@ (1)
V = 0 1 e
0 ol %
Sekil L5
I.6. x=01gn: V= oo

O<x<aigcin: V=90

a<x icin: V=7V,
ile tammlanan bir potansiyel kuyusu verildigine gore, bir boyutlu SCHRODIN-
GER denklemini toplam E enerjisi 0 << E < V,, sartim saglayan ve m kiitlesine

sahip bir pargacik i¢in ¢dzliniiz. Bagh bir hilin var olabilmesi i¢in kuyunun
derinligi en az ne biiyiiklilkte olmahdir?

2 k2
SONUC: ¥, z =1
8ma*
AV:oo
V:Vo
E ——————— T . T
(1) (2)
V=20 -
0 ad x
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17. Iki boyutlu SCHRODINGER denklemini kartezyen koordinatlarda
verilmis olan

1
V=—2-mw2(x2+y2+2uxy), lu| <1

seklindeki potansiyel enerji fonksiyonu igin ¢ozliniiz ve enerji seviyelerini bulu-
nuz.

Yol gosterme : SCHRODINGER denklemini
1 1
X=—7(x+y), Y=—(x—
72 72 x—y
koordinat déniisiimil ile doniistiiriinliz ve yeni koordinat sisteminde ¢6ziiniiz.

SONUC : En,,,ny={ l—l-u(nx—[——;—)—[—\/l —p(ny—l—-;—):lﬁw

n,=0,1223, .., n,=0,1,2,3, ...

L8. L =r X p yoriinge acisal momentumu vektSr operatorit olduguna gore:

a) L xr+r x L=2ifir oldugunu gdosteriniz.

b) K=r X L —ifir bagmtis1 ile K vektdr operatdrii tanimlandigina
gore : [L%,r] = 2ii K oldugunu gdsteriniz.

¢) K operatoriinin HERMITsel bir operatér oldugunu gdsteriniz.
(HERMITselligin tanimi ve &zellikleri igin {igiincii boliime bakiniz).

d) L.p=0 ve L.r =0 oldugunu gosteriniz.
e) (L, 1=1I[L,,r*]=1{L,,r’] =0 oldugunu gésteriniz.
£) {12, L] = [L2, L2] = [LZ, L2] = O oldugunu gosteriniz.

19. Kiiresel koordinatlarda V(r) = —;mwz r* potansiyel enerji fonksiyo-

nu ile tanimlanan bir ii¢ boyutlu izotropik harmonik osilatér igin kiiresel koor-
dinatlarda SCHRODINGER denkleminin radyal kismim ¢6zerek enerji seviyele-
rini ve radyal kuvantum sayisimn ilk ¢ degerine ait, yani n’ =1, 2, 3 icin
radyal dalga fonksiyonlarim bulunuz. Her enerji seviyesinin soysuzlagmasi nedir?
(Soysuzlasma igin paragraf (11.6) ya bakiniz.)

SONUCLAR: E,= (n -+ -%—) fiw, n=0,1,23, ..

n=20'—D+1 n=123.., 1=0,1,273,..

1/2
o= (_mﬁm ) olmak tzere, R,. (r) normlanmig radyal dalga fonksiyonlan :
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Ry — ql/4 g3z 272 [ = g
=o' e

e — .
Ryp = nw 14 g3r2 \/ 2 (ary [ ;— 3 (ar)z] e Feen

(21 £ 3!
Ry 3 = m 14 g32 TR (ar).
. [(2’ + 3)4(2’ T 1 5) (e + (ar)“] o b

Soysuzlasma : -;— (n+4+ Dn+2)

I1.10. LEGENDRE polinomlarina ait

w+1n

1 —x) P =
( ) P = 211

( -1 PI+I)

bagmntisimz ispatlayiniz,




Il. BOLUM

ikl PARCACIGA AIT
SCHRODINGER
DALGA DENKLEMI

(IL1) IKi NOKTASAL PARCACIK iCIN LABORATUVAR REFERANS
SISTEMIi VE KUTLE MERKEZI REFERANS SISTEMI

Gerek klasik mekanikte, gerekse kuvantum mekaniginde m kiitlesine sihip
bir pargacik hacm ve sekli ne olursa olsun biitlin kiitlesi kiitle merkezinde top-
lanmis bir maddesel nokta veya bir noktasal pargacik olarak diisiiniilebilir. Bir P
noktasal pargacifinin yeri baslangi¢ noktas: O olan koordinat sisteminde OP =r
yer vektorit tle belirlenir. Eger bir noktasal pargacik belirli bir koordinat siste-
mine goére hareket ediyorsa bu koordinat sistemindeki yer vektGrii zamanin
r = r(¢) seklindeki bir fonksiyonu olur. Bir noktasal pargacigm hareketinin izafe
edildigi koordinat sistemine referans sistemi adr verilir. Deneylerin yapildifi bir
laboratuvara gore hareketsiz olan bir koordinat sistemine Ildboratuvar referans
sistemi veyd kisaca [dboratuvar sisterni adi verilir.

m, ve m, kiitlzslerine s3hip iki noktasal parcaciga ait laboratuvar referans
sistemindeki yer vektorleri miitekabilen r, ve r, olsun. m, ve m, kiitlelerinin G
kiitle merkezinin ldboratuvar referans sistemindeki yer vekt6érii de R olsun.
Kiitle merkezinin tanum bagmtisy

my +m)R=mr +m,r, dLL.D)
seklindedir. Ote yandan, m, kitlesinin m, kiitlesine gdre izafi yer vektori r
r=r, —TI, (11.1.2)

bagintis1 ile tamimianmir. Simdi laboratuvar referans sistemindeki koordinatlarin
O baslangic noktasim O’ noktasina Steleyelim. Uzayin herhangi bir P noktasinin
O koordinat sistemine goére yer vektérii OP =r ve Q' koordinat sistemine gore
yer vektérii de O’ P =r’ diir. Siiphesiz

94
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P
—ay —
r r'
Ol
-
@) A
O
Sekil ILI. Sekil IL2.

OP =00"+0O'P

bagintist yazilabilir. Koordinat sisteminin O dan O’ e dtelenme miktar1 OO’ = a
vektorii ile belirli olduguna goére yukardaki baginty

r=r-a (I1.1.3)

seklinde yazlabilir, (I1.1.3) bagmntisi liboratuvar referans sistemindeki koordinat-
larin keyfi oteleme doniigiimiinii ifade eder. Eger O noktas: sdbit ve keyfi bir V
hiz1 ile O’ noktasina Gtelenirse ve Gtelenme siiresi ¢ ise, a = V¢ dir ve (IL.1.3)
bagintis

r=r" -+ V¢ (11.1.3.a)

seklinde yazlabilir, (I1.1.3a) bagintisina GALILE déniigimii adi verilir. m, ve
m, kiitlelerine ve G kiitle merkezine Steleme doniigiimii uygulamrsa (I1.1.3) ba-
fintisina goére

r,=r; 4+ a, r,=r,+a, R=R +a (I1.1.9)

bagintilar: yazilabilir. (1I.1.4) bagintilar: (I1.1.1) ve (1I.1.2) bagntilarinda yerle-
rine yazilirsa

(m, + my) (R’ -+ a) =m, (ry + a) + m, (12 -+ a)
ve
r=r;+a—(:+a)

bagintilari bulunur. Bu iki bagmtida a h terimler kisalir ve
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(m + m)R =mx; +m,r1; (I1.1.5)
r=r —n (I1.1.6)

elde edilir. Goriiliiyor ki (I1.1.1) ve (II.1.2) bagintilarinin gekitleri (II.1.3) ile ve-
rilen koordinatlarin dteleme doniisiimii ile degismez, yani invaryant katlr.

Simdi koordinat sisteminin Stelenmis baglangict olan O’ noktas1 G kiitle mer-
kezine gakigsin. Béylece (I1.1.4) bagintilarinin iigiinciisiinden O’ G =R’ =0,
OG = R = a elde edilir ve (I1.1.3) bagintisz

r=r +R (dL.1.7)

seklini ahr. (I1.1.7) baginfis1 ldboratuvar referans sisteminden kiitle merkezi re-
Jerans sistemine déniigim baZintisidir. Boylece (I1.1.4) bagmtilan

r,=rn +R, rn=rn+R R =0 (LLY)
sekillerini alir. (I1.1.8) bagintilarma gére (11.1.5) bagintisi
mr;+mr; =0 (I11.1.9)
seklini alir. (I1.1.2) ve (II.1.6) bagmtilar: bir arada
r=r —I,=I —1; (I'.1.10)

seklinde yazilabilir. (II.1.1) ve (11.1.2) bagintilarindan m, ve m, kiitlelerinin 1a-
boratuvar sistemindeki r, ve r, yer vektodrleri, r ve R yer vektorleri cinsinden
¢oziillirse

m
rp=R+ —2L1—y, r2=R~——-——}£‘-—-—r d1.1.11)
m, + m, my + m,

sonuglarina varilir. (I1.1.9) ve (I1.1.10) bagmtilarindan da m, ve m, kiitlelerinin
kiitle merkezi sistemindeki r; ve r> yer vektorleri, r yer vektérii cinsinden ¢6-
zilurse

, m2 r m]

> —r (I1.1.12)
m, -+ m, m, + m,

bulunur. (II.1.12) bagmntilari, G kiitle merkezinin m, ve m, kiitlelerine ait madde-
sel noktalan birlestiren dogru {izerinde oldugunu gosterir. Ote yandan, (I1.1.12)
bagintilarina gore, kiitle merkezi sistemindeki r; ve r; yer vektorleri yerine r izafi
yer vektoéril kullamilabilir.
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(f1.2) KUVANTUM MEKANIGINDE iKi CiSIM PROBLEMI VE SCHRO-
DINGER DENKLEMININ LABORATUVAR SISTEMINDEN KUTLE
MERKEZI SISTEMINE DONUSTURULMESI

Liboratuvar sisteminde m, ve m, kiitlelerine sdhip P, ve P, pargaciklarindan
olugan sisteme ait HAMILTON operatorii

4 + P + V(1) (I1.2.1)
2m, 2m,

olduguna gore, laboratuvar sisteminde zamandan bagimsiz SCHRODINGER
denklemi

H=

Ho(@, ,r)=E O, ,r,) (11.2.2)
seklinde yazlabilir. (I1.2.1) bagmtisinda
fi A
= T Vi P, = _1- v; (11.2.3)
olmak Uzere
pl=—rv:, p=-—#Yy, (I1.2.4)
yazilabilir. Bdylece HAMILTON operatdrii
H=— # v — # v:4-V,,r,) (IL.2.5)
2m, ' 2m, ° o -

seklinde yazilabilir. m, ve m, kiitlelerine s&hip P, ve P, noktasal pargaciklari-
nmn laboratuvar sistemindeki kartezyen koordinatlart (x,, y,, z;) ve (x,,¥,, 2,)
olduguna gére v2 ve y3 LAPLACE operatérlerinin kartezyen koordinatlardaki
ifadeleri
9? a2 0? 9* 9* 9?
Vimam tar TaEr ViTaa T e T ez
seklinde olur. Son olarak, (II.2.5) bagintist (Il.2.2)uba.gmtlsmda yerine yazilirsa
Iaboratuvar sisteminde zamandan bagimsiz SCHRODINGER denklemi

[L 2 4 _ng + :_2 (E, - V)] o ,rp)=0 (I1.2.7)

my m,

(I1.2.6)

seklini alir. Bu denklemde V(r,,r,), laboratuvar sisteminde P, ve P, parcacikla-
ninin arasindaki etkilesme kuvvetinin potansiyel enerjisidir ve E, de pargacik
sisteminin toplam enerjisidir.

Simdi (IL.2.7) bagintis1 ile verilen ve r; ve r, koordinatlarmna gére yazilmig
olan SCHRODINGER denklemini (I1.1.1) ve (I1.1.2) déniigtim bagintilarin yar-
dum ile r ve R koordinatlarina gére yazilmig olan SCHRODINGER denklemine
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doniistiirebiliriz. R vektériniin kartezyen bilesenleri (X, Y, Z) ve r vektOriiniin
kartezyen bilegenleri de (x, y, z) olsun. Once (II.1.1) ve (11.1.2) doniisiim bagm-
tlarinin x ekseni iizerindeki izdiisiimleri olan

(m +m)X=mx +mx,, X=X — X, (11.2.8)
bagintilarim1 gbéz Oniine alacagiz. (x, X) degiskenleri yalmz (x,, x,) degisken-
lerine bagh oldugundan

9 _ 09X 3 , 3x 3 9 _ X a3 , o 3

ax, dx, aX  ax, dx  dx, ox, aX  @x, ox
kismi tiirev bagmtilann yazlabilir. Ote yandan, (11.2.8) bagntilarindan

oX m, ax X m, ax

= : =1, = =—1

ax, my + m, 9x, 0%, m+m, 8

bulunur ve bdylece

o _..m 98 .8 8 _ m 3 _ 3 g
ax, m; +m, 98X ax ax, m +m, 3X 9x

kismi tiirev bagintilann elde edilir. (I1.2.9) bagintilarinin birincisinden

a* _( m, 3 3 ) ( m, P d
== + = + )
oxi m, +m, 90X ox m +m, 9X ox

veya
82 ( 2 2’”1 32 az
= ~+ + 11.2.10a
axt  \m, + m, ) 3X*  m,+m, 3Xax  ax? ( )
bulunur. Benzer sekilde, (I1.2.9) bagmntilarinin ikincisinden de
2 2 2 2 2
il ___( m, ) & 2m ¥ L9 (I1.2.10b)
X2 m+m, ) 3X* m +4+m, 3Xax  Ix*

bulunur. (11.2.10a) bagintist m, ile ve (I1.2.10b) bagmntis1 da m, ile bSliiniip taraf
tarafa toplanirsa

L@ 1 1 ¢ mtm @
m, ax;  m, ax3 m, +m, 3X? mom, @x?

(11.2.11)

elde edilir. x eksenine ait kartezyen koordinatlar i¢in elde edilen (I1.2.11) bagin-
tisinin y ve z eksenlerine ait kartezyen koordinatlar icin benzerleri yazilir ve elde

edilen iki bagint1 (I1.2.11) bagntis1 ile taraf tarafa toplanirsa (I1.2.6) bagntilarinin
yardum ile

1 ., 1 1 1
2+ 2 =2 2 11.2.12
. Vi .y \%; Y Vi - % ( )

sonucuna variir. Buradaki M ve m kiitleleri
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M=m +m, L L
m; + m,

bagintilan ile tamimlanir. M ye pargacik sisteminin toplam kiitlesi ve m ye de
parcacik sisteminin indirgenmis kiitlesi adr verilir. Ote yandan, Vi ve V2 LAP-

LACE operatdrlerinin kartezyen koordinatlardaki ifadeleri

a2 a2 a9? 92 82 a2
Vi = -+ + , Vi= -+ + 11.2.14
RT9xr T ayr azz VT e | e | o ( )
seklindedir. (11.12.2) bagmntis1 (I1.2.7) denkleminde yerine yazilirsa, (I1.1.11) ba-
gitilarimin yardinu ile

1 1 2
[ﬂViJrTn-VH -ﬁ—;(E,— V)]®(r,R)=0 (11.2.15)

(I1.2.13)

sonucuna varir.

Simdi eger potansiyel enerji yalmz r=r,—r, izafi koordinatlarinin ¥ = ¥ (r)
seklindeki bir fonksiyonu ise, yani pargacik sistemine dig kuvvetlerin etkisi yok-
sa (11.2.15) denkleminin

O(r,R) = vy(r) (R) (I1.2.16)
seklindeki bir ¢6ziimii bulunabilir. (I1.2.16) bagmtist (I1.2.15) denkleminde ye-
Tine yazilirsa

YO @+ 2Ry + 215, — Y@l v O 1® =0

M
bulunur: Bu bagintinin her iki yani ¥y ¢arpimimna bdliiniirse
1, 1, 2 z 0
My Vixt Vvt (E - V)=
veyd
1 2 1 2
2 Trrt o E mwv =7 b (I1.2.17)

sonucuna varilir, (I1.2.17) denkleminin sol yam yalniz R nin ve sag yam da yalmz
r nin fonksiyonu oldugu i¢in her iki yanin ortak bir 2E;, /A* ayrilma sibitine egit
olmasi gerekir. Bdylece (II.2.17) denklemi

(I1.2.18)

V3%
ve

2
Vi + {;(Ekm —P)y=0 (I1.2.19)
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denklemlerine ayrilir. Bu denklemlerin her ikisi de tek bir pargaciga ait SCHRO-
DINGER denklemleridir. (I1.2.18) denklemi M toplam kiillesine sdhip G kiitle
merkezinin 14boratuvar sisteminde bir serbest noktasal parcacik olarak hareketini
belirler. Kiitle merkezinin dalga fonksiyonu

¥ (R) = ¢’KR (I1.2.20)
seklinde bir DE BROGLIE dalgasidir. (I1.2.20) bagintisindan
VY =iK7y (I1.2.21)

bulunur. O hilde, kiitle merkezinin momentumu #K ve kinetik enerjisi de
#* K*2M dir. (11.2.21) bagintisinin her iki yanimn diverjansimt alarak

Vir=IiK.vryx=—K*y
elde edilir. Bu baginti (11.2.18) denklemi ile kargilagtinlirsa
2M

K = e (E, — E;,)
veyd
#2 K2
E, = E,,, + 11.2.22
¢ ke M ( )

sonucuna varilir. E, enerjisi, P, , P, parcacik sisteminin laboratuvar sistemindeki
toplam enerjisidir. Ote yandan, (I1.2.19) denklemi m indirgenmis kiitlesine ve
V(r) potansiyel enerjisine sihip bir noktasal parcacifin kiitle merkez sistemin-
deki hareketini belirler. S6z konusu denkleme gore, pargacik sisteminin kiitle
merkezi sistemindeki toplam enerjisi £, dir. Boylece (I1.2.22) denklemi, P,, P,
parcacik sistemi igin :

Iab. sistemindeki toplam enerji = km. sistemindeki toplam enerji 4 kiitle mer-
kezinin 13b. sistemindeki enerjisi.

esitligini ifide eder. Boylece iki cisim problemi, kiitle merkezi sisteminde kiitlesi
indirgenmis kiitleye esit olan ve yeri izafi koordinatlarla belirlenen tek cisim
problemine indirgenmis oluyor. S6z konusu tek cisme ait SCHRODINGER
denklemi de (11.2.19) denklemidir.

(1.3) HIDROJEN ATOMU

Hidrojen atomu, M, kiitlesine ve + e elektrik ylikiine sdhip bir proton ile
bu protonun etrafinda ddnen m, kiitlesine ve — e elektrik yiikiine sdhip bir
elektrondan olusur. Elektronun protona gére izafi hareketine ait E enerji Ozde-
gerlerini ve y Ozfonksiyonlarim: bulmak lizere (I1.2.19) diferansiyel denklemini
gozecegiz. S6z konusu denklem 2 = v? ve E,,, = E ahnarak
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2m
ﬁi’.

vy + E—-Vy=0 (L3.1)

seklinde yazlabilir. (I1.3.1) denklemindeki m indirgenmis kiitlesi

m o e M, = e (I1.3.2)
me + MP 1 1 me
M

4

bagintisinin yardinu ile hesaplanabilir. M, = 1836 m, oldugu icin m = m, dir.
Elektronia proton arasindaki COULOMB etkilesmesi

Ve =V = — -‘?;- (1.3.3)

kiiresel simetrik potansiyel enerjisi ile belirlidir. Burada r = |r] elektronun pro-
tona olan uzakhfidir. (IL.3.1) denkleminin kiiresel koordinatlardaki ¢6ziimil pa-
ragraf (I.14) te incelenmisti ve bu denklemin

V(r,8,0) = R(r) Y (8, 9) (I1.3.4)

seklindeki ¢oziimleri aranmsts. (11.3.4) bagintisinda dalga fonksiyonunun agisal
kism olan Y, (0, ¢), kiiresel harmonik ad: ile bilinen bir fonksiyondur. Kiiresel
harmonigin genel matematiksel ifddest (1.21.13) bagintis1 ile verilmigtir. Dalga
fonksivonunun radyal kismu ise (I.14.9) bagmntis1 ile verilen

d*R 2 dR 2m I+ 1D
— E—V)——IR=0 I1.3.
ar + rdr + [ #? ( ) r ] 113.3)
radyal denklemini saglar. (II.3.5) denklemi
u(r) =r R(r) (11.3.6)

doniisiimii araciligs ile sddelestirilebilir. Paragraf (1.5) te agiklandigz gibi v fonk-
siyonu her yerde sonlu olmah ve bu sebepten 6tiirli R (r) fonksiyonu da her yerde
sonlu olmahlidir. (I1.3.6) bagintisina gére, » = 0 icin R (0) = sonlu olabilmesi igin
u (r) fonksiyonu

u(®=0 11.3.7
siur gartim saglamalidir. Ote yandan, (I1.3.6) bagntisuun her iki yammn birinci

ve ikinci mertebeden tiirevleri alimrsa

2 2
du_ 4R o Pu_ &R 4R
dr dr dr? dr* dr

bulunur. Ote yandan, (I1.3.5) denkleminin her iki yam r ile garpilirsa
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d*R dR 2m 1+ 1)
r +2 +- E—V)— —~|rR=0
# gt meE -0
elde edilir. Bylece
d*u 2m I+ 1D
- E—V)—lu=90 3.8
dr® [ #? ( ) r’ L3
sonucuna varilir, Hidrojen atomunun bagh hiileri igin E < 0 dir ve bdylece
E=—|E| (I1L.3.9)

yazilabilir, (I1.3.3) ve (I1.3.9) bagintilan1 ¢6zmek istediginiz (I1.3.8) denkleminde
yerlerine yazilirsa

d*u 2m { & I+ 1)
=+ — —E||~—lu=0 1.3.10
dr? [ﬁz(r | I) r? ]u a )
bulunur. (I1.3.10) denklemini daha s@de bir sekilde yazabilmek igin
8m | E
y? = _ﬁ|2_| (11.3.11)

bagintisi ile uzunlugun tersi boyutuna sihip y sibitini ve bu sabite bagh olarak
2m e*
Y #

boyutsuz sdbit biiyiikliigiinii tanimlayalim. (II.3.11) ve (II.3.12) bagintilan ara-
sinda ¥ sdbiti yok .edilirse (I1.3.9) bagmtisinin yardim ile

A =

(11.3.12)

4
E= —_12¢ (1L.3.13)
2K )2
elde edilir. (11.3.11) ve (11.3.12) bagintilarimin yardimu ile (11.3.10) diferansiyel
denklemi

2
L L P

ar? r 4 rt
veya
1 d*u A1 Id+D
2 R, S ey =0 .14
v dr? +[7r 4 Y2 r? ]u (H )

seklini alir. Bu son bagintida r degiskeni
p=xr (I1.3.15)
bagmtisimn yardimu ile p boyutsuz degiskenine doniistiiriiliirse
dp =ydr, dp? = y* dr?, p? =yt
olacagindan (I1.3.14) denklemi
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2
Fu (AL _HFDY, _, (I1.3.16)
p 4 p?

veya
u’ 1 A I+

bl pz (I1.3.16a)

seklini alr.
Simdi (II.3.16a) denkleminin r —> e veyd p—» oo igin asimptotik geklini
bulmaya ¢ahsalim. p = oo i¢in u” == u/4 oldugu igin
1
u=e" T (p-> o)

bulunur. p— oo igin u/r = R nin sonlu degerler alabilmesi gerektigi i¢in ancak

-1,
u=e ¢ (p—> o)

olabilir, p—> oo igin (II.3.16a) denkleminin ¢6ziimiiniin daha iyi bir yaklagiklikla

_1
u=p'e 2° (p = o0) (11.3.17)

seklinde oldugu goésterilebilir. Burada » sonlu degere s&hip bir sébittir. (11.3.17)
bagintisimin her iki yanmmn e tabamina gore logaritmast alinirsa

1
lnusnlnp—-?p (11.3.18)
elde edilir. Bu bagintimin her iki yanmin tiirevi alinirsa

2 (o> ) (11.3.19)

bagintisi bulunur. Son iki bagint1 taraf tarafa toplanursa
1 n —1
1 _» nr—D
4 9 p?

sonucuna varihr, (I1.3.20) bagintist (I1.3.16a) bagintis1 ile karsilastirilirsa

(p=> =) (I.3.20)
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LO) =a,#0 (11.3.29)

siir sartim sagladigs kabul ediliyor. F(p) fonksiyonu (I1.3.23) simr sartin1 sagla-
dift igin (I1.3.29) sartimin gerceklesebilmesi igin

§>0 (11.3.30)
olmalidir. (I1.3.28) bagintisimin her iki yamnin e tabanina gore logaritmasi alinirsa
InF=InL+shp (11.3.31)
elde edilir. Bu bagintinin her iki yaminin tiirevi alinirsa
F L’ s
— =4 — 1.3.32
F L P { )

bulunur. (I1.3.32) bagmntisinin tekrar tiirevi alinirsa

FFF? L' L? s

F F? L L? p*
bagintist ve (I1.3.32) bagintisimin her iki yanin karesi alhinirsa

F? L? 2s L’ 52
= + ..{_ —
F? 12 P L pz
bagintis1 bulunur. Son iki bagunti taraf tarafa toplanursa

F L 2s L' s(s— D
— + + 11.3.33
F L p L p? ( )

sonucuna vanlir. (11.3.32) ve (I1.3.33) bagintidari (I1.3.27) diferansiyel denkle-
minde yerlerine yazilirsa

Lr+(2s 1)L +k——s+ s(s—1D—I(+1D —0

L \p /L p p?

veya
PPL 4+ pls—pL +PpRr—5)+sG—D—-I(+DIL=0 (IL3.34)

diferansiyel denklemi bulunur. Bu diferansiyel denklemin her iki yammn p =10
igin limiti ahmirsa, (I1.3.29) ile verilen L (0) # 0 sartina gore

s~ —I(I+1)=0
veya
C+DE—-1-1)=0 (I1.3.35)

indis denklemi bulunur. Indis denkleminin farkl iki ¢6ziimii s= —Jve s=17+1
dir. (I1.3.30) sartina gore s > 0 olmast gerektigi igin s ==/ 4 1 sonucuna varlyr.
s =17+ 1 igin (I1.3.34) diferansiyel denklemi
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pL”+RC+D—pl L+ A —-1I—-—1)L=0 (I1.3.36)
seklini alir,

Simdi (II.3.36) diferansiyel denkleminin

Lp)=a,+ap+ap*+.., a,#0 (11.3.37)
veya
Lip) = a,p* (11.3.372)
kw0

seklindeki bir ¢dziimiinii bulmaya ¢ahsalim. (I1.3.37a) bagintisindan L nin p ya
gbre birinct ve ikinci mertebeden tiirevierini alarak

L’=Zkak okt L’=Zk(k — 1), pF2
k k

bulunur. Bu sonuglar (I1.3.36) diferansivel denkleminde yerlerine yazilirsa

Zk(k— Da.p + 201+ I)Zkakp""l—zkakp"—l—
k K K

+O—1—1 ap=0
k
veya
Dkl —1+20+ Dla g — > (k+1+1— N apk=0
k k

veya

DA DE+2A+) oy — G+ I+ -0 ]k =0
k

Szdesligi elde edilir. Bu sonug (I1.3.37a) serisinin (11.3.36) diferansiyel denklemini
Ozdes olarak sagladifim gdsterir ve herhangi bir k& igin p* min katsayis1 sifira esit
olmalidir. Béylece

k4+714+1—2
k+Dk+2-+2)

a, (11.3.38)

Qv =

sonucuna varhr,

L(p) fonksiyonunun p—> o igin asimptotik degerleri (I1.3.37a) serisinin en
yitksek dereceli terimleri ile belirlenebilir. Bu da & — oo limitinin aragtiriimasz
demektir. (I1.3.38) bagmtisindan
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lim Z+U iy K FIH1—A
o g, ks (bt 1)k + 2+ 2)

bulunur. Eger bu sonug

i P k _ 1
e_Zk! —2"*‘” B k!
k=0

k=0

fit

1
— 1.3.39
P (I1.3.39)

fonksiyonuna ait serinin b, acihm katsaylarimn &zellikleri ile karsilastirihirsa

=
=

b, G+ D! k+1 s b, Kk

oldugu i¢in

p—> oo igin: L(p)=p"é (I1.3.40)
sonucuna vanhir, Buradan n sonlu bir degere sdhiptin. Ote yandan (11.3.6),
(1L 3.22) ve (11.3.28) bagmtilarindan s =/ + 1 oldugunu hatirlayarak

¢ _1
RO =u@=LrF@e = Lprire s
P P P

veya

R(p) =€ T°p! L(p) (IL.3.41)

sonucuna varthr. (I1.3.40) asimptotik bagintist (11.3.41) bagmmtisinda yerine ya-
zihrsa

_1
p—> oo igin: R(p)=e T°p'pe
veya
1
p—>oo i¢in: R(p) = e? p'*" (11.3.42)

bulunur, O hilde p—> o igin R{p) sonlu degildir v¢ bu sebepten &k — o ola-
maz, yani (I1.3.372) serisi £ = n’ terimi ile kesilmeli ve #’ lincii dereceden bir
polinom olmaldir. Bdylece, a, # 0 ve a, 4 =0 sartlarnn bir arada saglanma-
Iidir ve (I1.3.38) bagintisina gére k = »’ igin

I b Rt S
"+ D +20+2)

Ay +1
yazilabildiginden
A=n +I14+1=n (I1.3.43)

sonucuna vanlr. k, k = 0 sartima saglayan bir tamsay1 oldugu i¢in, »" de n° = 0
sartim saglayan bir tamsayidir, n’ ¢ radyal kuvantum sayist adi verilir. Birinci
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boliimde goriildiigii gibi, ! ye yéringe acisal momentumu kuvantum sayist adi
verilir ve I, I Z 0 sartim1 saglayan bir tamsayidir. O halde, (I1.3.43) bagmtisina
gbre n, n > 0 sartiu saglayan bir tamsayidir ve bu sayiya toplam kuvantum sayist
adi verilir. Ote yandan, (I1.3.43) bagintisindan

n=n-—-1—-1z=0
yazilabilir ve boylece ! ve n kuvantum sayilarinin arasinda
O0=l=n—-1 (11.3.44)

bagintist elde edilir. (I1.3.43) bagintis1 (I1.3.13) bagintisinda yerine yazilirsa hid-
rojen atomunun enerji seviyelerini veren

m et
E, = — ST n=1273,.) (I1.3.45)
sonucuna varilir. Ote yandan, (11.3.36) diferansiyel denklemi
pL”"+RUI+D)—pIL  +(rn—I—1DHL=0 (I1.3.46)
seklini alir. (I1.3.43) bagintisini kullanarak (I1.3.46) ve (I1.3.38) bagintilan
pL'+ 20+ 1)—p]L ' +n"L=0 (11.3.46a)
ve
Br k—n' a, (I1.3.382)

Tkt DG+2A+2

sekillerinde yazilabilir. Bu son iki baginti, L (p) fonksiyonunun derecesi n’ olan
bir polinom olarak hesaplanmasim saglar.

(11.3.45) bagintisina gore E,, enerji seviyesinden E, enerji seviyesine atla-
yan bir elektronun enerji kaybmn biiytikligi

me*t {1 1
AE = E,, — E,, = 2 ( 2 2
24 " "

bagintist ile hesaplanabilir. Bu enerji kaybina karsiik agifa ¢ikan fotonun dailga
boyu da

AE 4
L. 28 _me (L L (I.3.47)
A c ch 4r Cﬁ3 ?11 nz
veya
1 11
=~ R (_n?. _ ﬁ;%_) (I1.3.472)

bagintis: ile hesaplanabilir. Burada R, , hidrojen atomuna ait RYDBERG sdbiti-
dir ve
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m et
41 ok

formiilii ile hesaplanabilir. (I1.3.2) bagintisina gore sonsuz cekirdek kiitlesi igin,
yini M, = oo igin, m = m, oldugundan RYDBERG sabitinin sayisal degeri

(11.3.48)

H=

4
m, e a
Ry =——"F—=
4mch®  4dma,

bagintisi ile hesaplanabliir. Burada o, boyutsuz ince yapt sabitidir ve sayisal
degeri

(I1.3.49)

1 _fe _ 13703
a e
dir. ¢, da birinci dairesel BOHR ydriingesinin yaricapidir ve sayisal degeri
ﬁz

m,e

a, = = 0,52917723 x 1078 cm

dir. Bu sayisal degerlerin kullaniimas: ile
R, = 109737,31 cm™?
bulunur. (I1.3.48) ve (I1.3.49) bagintilar1 taraf tarafa boliiniirse

Ry =2 R, (11.3.482)

m,

elde edilir. Ote yandan (11.3.2) bagintisina gére, M, = 1836,15152 m, oldugunu
hatirlayarak

m 1 183615152
m, .y M 1837,15152
M,

sayisal degeri bulunur. Bu sayisal deger, R. un sayisal degeri ile birlikte
(11.3.48a) bagintisinda yerlerine yazihirsa

Ry = 109677,58 cm™ (11.3.50)
sonucuna varilir,

(IL4) LAGUERRE POLINOMLARI VE ASOSYE LAGUERRE POLINOM-
LARI

LAGUERRE polinomlar:, kolayhkla hesaplanabilmelerini miimkiin kilan

—pi «

e-i—_i‘. rq
s.N=Fr= D L4, i< (IL4.1)

g=0
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seklindeki bir doguran fonksiyon yardimt ile tamimlanabilir. Doguran fonksiyo-
nun e tabanmna goére logaritmasi alinirsa

Ing(p, ) = ~ —=——In(1 -1 (11.4.2)

bagintist bulunur. (11.4.2) bagmtisimin her iki yammmin p degiskenine gére kismf
tiirevi alimirsa

1 g _ ¢t
g dp ] -t
veya
(1~ r) — -+ tg =0 (11.4.3)
BP

bulunur. (IL.4.1) bagintisindan yararlanarak g ve dg/dp nun LAGUERRE po-
linomlar ve titrevieri cinsinden acilimlar1 (I1.4.3) bagintisinda yerlerine yazildig
takdirde bu bagintiy1 dzdes olarak saglamalidir. Gerekli islemler yapilirsa :

(1—:)ZL MT:Z ; =0

t‘?-l-l

ot L tf L e 0
Z ‘g Z - (q-wz -

Z(L —qLyi+4q Lq-l) = (r4.4)

sonucuna varidir. Bu ozdeslik LAGUERRE polinomlarmin arasindaki
qLy+Li—qLis=0 (IL4.5)

tirevli rekiirans bagmtismi verir. (11.4.2) bagintisinin her iki yanimn ¢ degiske-
nine gére kismi titrevi alinirsa

,I_,_Q..S._:_ pt P n |
g ot (1 — ) 1 —¢ 1—¢
veya
1 9g  —pt+(Q—pQd—0 —p+1—1¢
g ot (1— 1y -y

veya
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1 — 2L Py L rp—1+ng=0 (11.4.6)

bulunur. (I1.4.1) bagintisindan yararlanarak g ve 9g/d¢t nin LAGUERRE poli-
nomlarn cinsinden acihmlart (I1.4.6) bagmtisinda yerlerine yazibr ve gerekli is-
lemler yapilirsa :

L I‘-?-I 2 —-\L t‘i’—l L tQ—l +
N — r —_— e 2 e
2 “(g—1)! Z “q-nt T Z T (g — 1!

q q q

- IQ t‘?
+(p—1)2Lq~—+rzL Lo
q! q!
q q
g-1 q 1
R
(g — D! (g - ! (g — D!
q
I‘H‘l
+(p—l)z +Z —
t? Al t?
Lysi——2>N 1 — L —"t
2 g 2 “(g~1)! +Z —a—2
q q

q
to-nS L « 0
P Z "EJFE Ta—nt
q q

t‘?
Z s =20 L+ 0@~ DIpmi+ (0 = DLyt q Lol =0 @147

sonucuna varihr. Bu 6zdeslik LAGUERRE polinomlarinin arasindaki
(p -1 _2Q) Lq + q2 Lq-l + Lq+l =0 (II48)

tiirevsiz rekiirans bagintisinl verir.

Tiirevli ve tiirevsiz rekiirans bagitilanmin yardmt ile LAGUERRE poli-
nomlarint veren diferansiyel denkiem bulunabilir. (I1.4.5) ve (I1.4.8) bagntilan

Ly=q L1 — Lom) (I1.4.9)
ve
Levi=Qq+1—=p) L, ~q* Loy (I1.4.10)

sekillerinde yazilabilir. (I1I1.4.9) bagintisinin her iki yaninda ¢ yerine ¢ + 1 ya-
zilarak
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Liyi=(q+ D&y — L) (I1.4.11)
bagintist ve (I1.4.10) bagmtisinin her iki yanmin tiirevi ahnarak
Lipn=Qq¢+1—p)Lg— L, —q* L, (11.4.12)
bagintisi bulunur. (I1.4.11) ve (11.4.12) bagitilan taraf tarafa ¢ikanhrsa
G—PLi+qL,—q* Ly =0 (11.4.13)
bagintist elde edilir. (11.4.5) veya (11.4.9) bagmtist
qLyy =Ly -+ q L,y (1L.4.14)

seklinde de yazilabilir. (11.4.14) bagintis1 (I11.4.13) bagintisinda yerine yazilirsa
(g—pLg+ql, —qgLlg—q*L, 1 =0

veya
pL;—qL,+q*L,,=0 (11.4.15)
elde edilir. (IL.4.15) bagintisinin her iki yanin tiirevi alinirsa
pLeo+(l —@)Ly+q* Ly =0 (11.4.16)
bulunur. (I1.4.13) ve (11.4.16) bagintilan taraf tarafa toplanirsa
pLy+(—p)Ly+qL, =0 (I1.4.17)

sonucuna varilir. Bu son baginti LAGUERRE polinomlarimi veren ikinci merte-
beden diferansiyel denklemdir.

Kitaplarda LAGUERRE polinomlarinin dogrudan dogruya hesabim sag-
layan

d? o
L,(p)=¢ d—p"’ (P7e™ (I11.4.18)

seklindeki RODRIGUES tipi formiil verilir. (I1.4.18) formiilii ve
Ly, =Qq+1—p)L,—q*L,_, (11.4.10)

seklindeki tiirevsiz rekiirans bagmntist aracilifi ile LAGUERRE polinomlari he-
saplanabilir. (I1.4.1) bagintist p = 0 igin

©H=—— = S LoL = S £
$0O= o= D LOTED

=0 g=0
seklini alir. Bu son baginti hemen

L, =q! (I1.4.19)
sonucunu verir. Ote yandan, ¢ = 0 igin
L,(p) = C = sabit (11.4.202)

yazilabilir. (I1.4.19) baguntisina gére



LAGUERRE POLINOMLARI VE ASOSYE LAGUERRE POLINOMLARI x 113

Ly(0)=1
oldugu igin C sabiti belirlenebilir ve
Ly(p) = L,(0) =1
bulunur. Gergekten (11.4.18) formiilii de ¢ = 0 igin
Lipy=¢"e? =1
sonucunu verir. ¢ = 1 igin, (I1.14.9) bagintisina gore
L 0)=1
oldugu igin
Li=1+4ap, Li(pp=a
yazilabilir. Ote yandan, (I1.4.17) diferansiyel denklemi ¢ = 1 igin
pLi+(1—pLi+L,=0
seklinde yazlabilir. (I1.4.21a) y1 bu denklemde yerine yazarak
0+(1~plat+1+ap=0

veya
at+t1=0
elde edilir, O hilde, (I1.4.21a) bagintis
L] (P) =] —0p

seklini alir, Gergekten (11.4.18) formiilli de ¢ = 1 igin
d
L;(p) =e°$(pe"°)——-e°(-— ptDe’=—p+1
sonucunu verir. (I1.4.18) formiilii ¢ = 2 igin

a2 -
Lp)=¢ ;’E? (p?e™)

=& 9+ 2067

=& [—(—p*+20) — 2p + 2]e°

=p>—4p+2

(I1.4.20b)

(I1.4.20c)

(1.4.21a)

(11.4.21b)

(IL.4.21c)

(11.4.22a)

sonucunu verir. ¢ > 2 i¢cin LAGUERRE polinomliar: (11.4.10) bagintis1 ife daha
kolay hesaplanabilir. L, (p) i¢in séz konusu bagintida ¢ = 1 yazilmahdir. Boylece
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L,=GB—-pL,—L,
=@—p(—p—1
=p>—4p+2 (11.4.22b)
sonucu tekrar bulunur. L,(p) icin (I1.4.10) bagintisinda ¢ = 2 yazarak
L,=(G—pL,—4L,

=G —p)(Pp*—4p+2)—4( —p)
=—p'+4p*—2p+5p>—20p+10+4p —4
=—p*49p*—18p+6 (11.4.23)

sonucuna varihir. Boylece, LAGUERRE polinomlart istenilen dereceye kadar
hesaplanabilir. Beginci dereceye kadar olan LAGUERRE polinomlarimn listesi
asagidadar :

L,=1

Li=—-p-+1

L,=p*—4dp 2

Li=—p+9p2—18p+6 (I1.4.24)

L,=p*'—16p>+ T2p* — 96 p + 24
L= — p* 4 25p* — 200 p* 4 600 p*> — 600 p + 120

Simdi (I1.4.17) diferansiyel denkleminin her iki yanmin p kere tiirevini alalim:

(p L)® + Lip+h — (p L)YP + ¢ L =0 (I".4.25)
elde edilir. (I.19.6) bagintisinda oldugu gibi LEIBNITZ formiiliinii uygulayarak
(p L)¥ = pLLP+D + p Lip+D (I1.4.26a)

ve
(p L) =0p LE+D 4 p LD (11.4.26b)

bagintilar1 yazilabilir. Bu bagintilar (I1.4.25) denkleminde yerlerine yazilirsa
p Lf,”“) +p L+  Lp+D — p P40 — p L‘(Jp) +gq Lgp) =0

veya
PLI*D +(p+1—p)LP*V + (¢ —p)LP=0  (L427)
bagintis1 bulunur. Ote yandan, asosye LAGUERRE polinomlar:
Lg (p) = L;P) P (I1.4.28)

bagintist ile tammlanir. (I1.4.28) bagintis1 (I11.4.27) bagintisinda yerine yazilirsa
asosye LAGUERRE polinomlarini veren
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pPLY +(p+1—p) LY +(@—p) Ly=0 (I14.29)

seklindeki ikinci mertebeden diferansiyel denklem bulunur. p = 0 igin (I1.4.28)
bagintisina gore

LY (p) = L (p) (IX.4.30)

olur ve (I1.4.29) denklemi (11.4.17) denklemine indirgenir. (11.4.28) bagintisindaki
tiirevin p mertebesi L, polinomunun ¢ derecesinden daha kiigiik olmal veya en
fazla ona egit olmahdir :

P=gq (L4.31)

Eger bu sart gerceklesmezse Lg polinomu sifir olur. Gene konu ile ilgili kitap-
larda asosye LAGUERRE polinomlarina ait normlama bagintisinimn

1]

— n3
[ erd == DE (1432)
(¢ — !

0
seklinde oldugu gosterilmistir. (11.4.24) ve (I11.4.28) bagintilarindan

Ll = —1; L} =2p —4, L2=2 (11.4.33)
ve

Ll=—3p*+ 18p — 18, L2 = —6p + 18, L}=—6 (I1.4.34)

sonuglan elde edilir,

(I1.5) HIDROJEN ATOMUNUN DALGA FONKSiYONLARI

Hidrojen atomuna ait biitiin matematiksel bagintilar, eski kuvantum meka-
nide s6z konusu olan hidrojen atomunun birinci dairesel BOHR yoriingesinin

2
A (IL.5.1)

a, =
o
me?

bagtisi ile verilen yarigapi cinsinden daha side sekillerde yazilabilir. Ornegin,
hidrojen atomunun enerji seviyelerini veren (11.3.45) bagintist

ﬁz
2a, n*

E, = — (n=123..) (IL.5.2)

seklinde yazilabilir. Ote yandan (11.3.12) bagintisi, (I1.3.43) bagintistnin yardim ile
2

a,n

Y = (IL5.3)

seklinde ve (I1.3.15) bagatis1 da
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2r
ayn

p = (1.5.4)

seklinde yazilabilir.

Hidrojen atomuna ait dalga fonksiyonunun radyal kismm (I1.3.41) bagmtisi-
na goére

1
R(p)=¢ T p'L(p) (IL.5.5)
seklindedir. Burada L (p) polinomu (I1.3.46) bafntist ile verilen
pL"+RU+ D —p]L '+ (n—I—-DL=0 (I1.5.6)

diferansiyel denklemini saglar. Ote yandan (I1.4.29) bagintisina gore, asosye
LAGUERRE polinomlarin1 veren

PLY +(p+1—p) L +(@—p) L5 =0 ars.7)

diferansiyel denklemi (II.5.6) diferansiyel denkleminin aymdir ve L = L2 dir.
O halde, n, l, p ve g tamsayilar: arasinda

pH+1=21+1), g—p=n—1-1
veya
p=2+1, g=n-+1 (11.5.8)

bagintilarn vardir. Asosye LAGUERRE polinomlarimin derecesi, (I1.3.43) bagin-
tistmin yardimit ile

gq—p=n—I—1=rn' (I1.5.9)
olarak bulunur. O halde, (I1.5.5) bagintisi

Ru(p) = Nu ¢ ¥°p! L2831 (o) (IL5.10)

seklinde yazilabilir. Burada N, normlama sabitidir. Boylece, (I11.3.4) bagintisi
ile verilen hidrojen atomunun dalga fonksiyonu

WYaim (r’ 9’ (P) = -Rnl (!') Ylm (9, (P) (IISII)

seklinde yazilabilir. ¥, fonksiyonu

U= [ 1ant d = [ [ 1¥inl2d0. [ R 7 dr
0

4n)

bagmmtisimin yardimi ile normlanabilir. Burada
dx = r* dr dQ, dQ = sinf d0 do
dir. (I.21.6) bagntisina goére
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[[1v, a0 =1
4r)

oldugundan
f (Ru) r*dr =1 (11.5.12)
1]

sonucuna varihir. (IL.5.12) bagintis1 radyal fonksiyonun normlama bagntisidir,
Bu bagmntidaki » integrasyon degiskeni (I1.3.15) bagintisinin yardimu ile p = yr
integrasyon degiskenine doniistiiriilebilir. Boylece (11.5.10) bagnus: (11.5.12) ba-
gatisinda yerine yazilarak

% N?, f e’ pH LUK (p)P p2dp =1 (IL5.13)
1)

elde edilir. Ote yandan, asosye LAGUERRE polinomlarina ait (I1.4.32) ile ve-
rilen normlama bagimtisinda (I1.5.8) bagintilari yerlerine yazilirsa
f e p¥ [erx{:ll () pdp =
0

bulunur. (II.5.14) bagintis1 (I1.5.13) bagintisinda yerine yazilirsa, (I1.5.3) bagin-
tisinin yardimu ile

2n [(n + D'Y°

o (IL.5.14)

2 V¥ m—=1=1!
o= 15.1
" (%n} 2n{n + DIP a J)

bulunur. (II.5.15) bagntis1 (I11.5.10) bagintisinda yerine yazilirsa, (I1.5.4) bafin-
tisinin yardimn ile

2 VGl N e 2 2
7t = - nay LZH'1 1.5.16
R ) 3(”"0)2"[(”+1)!]3£ ) (nao) ”*‘(nao) (L3169

sonucuna varhr. (I1.5.16) bagintis1 hidrojen atomuna ait normlanmus radyal
dalga fonksiyonunu verir. (11.5.8) bagintidant (IL4.31) bagmtisinda yerlerine
yazilirsa

2+1=n+1
veyd
O0=l=n-—1 (I1L.5.17)

elde edilir. BSylece ! ve » kuvantum sayilar: arasindaki (I1.3.44) bagintisi yeniden
bulundu.
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(11.4.33) ve (I1.4.34) bagmtilarmn yardim ile (I1.5.16) bagintisindan bu-
lunan ilk ii¢ radyal dalga fonksiyonu

1
RIO (!') = ?2— 2€¢ ao (HSIS&)
]
R (F) = — (2 _ L) e~ 7. (1L.5.18b)
20 2a)" 2 v 5.
1 r N
R, (r)= € 2a (I1.5.18¢)

a)y? a,\/3
sekilierindedir.

(I1.6) HIDROJEN ATOMUNUN ENERJi OZDEGERLERININ SOYSUZ-
LASMISLIGI

(11.3.1) bagintist ile verilen zamandan bagimsiz SCHRODINGER denklemi
hidrojen atomu igin

h? e
H= — — v — 11.6.1
\Y . ( )
olmak iizere
Hq}n!m (r’ 97 (P) = Eg wnlm (ry 9’ (P) (11'6'2)

seklinde yazilabilir. Paragraf (I.7) de agiklandif: gibi, (I1.6.2) bagintiss H HA-
MILTON operatériine ait dzdeger denklemidir. H operatériiniin herhangi bir
dzdegeri E, dir, H operatoriintin E, dzdegerine ait Jzfonksiyonu V,,, dir. Bir
operatdriin belirli bir 6zdegerine ait birden fazla 6zfonksiyonu varsa, operatoriin
o Ozdeger igin soysuzlagmiy oldugu sdylentr ve eger 6zfonksiyonlarin sayisi N ise,
operator N-kath bir soysuzlasmaya sahiptir denir. Eger bir operatériin her bir
Szdegerine ait bir ve yalniz bir lineer bagmsiz 6zfonksiyonu varsa, operatoriin
soysuzlagmamig oldugu sOylenir. (I1.6.2) bagmtisina gdre hidrojen atomuna ait
E enerji 6zdegerleri yalmiz n toplam kuvantum sayisina bagh oldugu hilde, ¥,
dzfonksiyonlarl n, [, m kuvantum sayilarnin iigtine birden baghdir. Verilmis bir
E, enerjisi igin, yani belirli bir » icin / kuvantum sayist (IL.5.17) ile verilen

0<i=n-—1 11.6.3)

bagintwst ile sumrlidir. Ote yandan, (11.6.3) ile elde edilen bir / kuvantum sayis:
i¢in de m kuvantum sayis1 (1.21.5) ile verilen

—lz=mgl (11.6.4)
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bagintisy ile sinirlidir. Boylece enerji Ozdegerleri hem /, hem de m kuvantum
sayisina gére soysuzilagmistir. (I1.6.3) bagmtisinin sonucu olarak, yalmz / ye gére
soysuzlasma n-kathdir. (IL6.4) bagintisinin sonucu olarak da yalmz m ye gére
soysuzlasma (2/ + 1) - kathdir. O halde, E, enerji seviyesi i¢in toplam soysuz-
lasma derecesi, yani y,,, Ozfonksiyonlarimin sayist

a—l
Z(Zl—}-l):Zé—n(nml)—}-nEnz (I1.6.5)
=)

dir. n =1 temel hdli igin soysuzlasma ortadan kalkar ve yalmz bir vy, Oz
fonksiyonu vardir,

Paragraf (1.14) te aciklandifn gibi, potansiyel enerjinin kiiresel simetrik ol-
dugu, yani yalmz r radyal koordinatina bagh oldugu herhangi bir merkezi kuv-
vet alani igin dalga fonksiyonu (11.5.11) seklinde yazilabilir. ve boylece yalmz mn
ye gore soysuzlagsma vardir. Ote yandan, / ye gére soysuzlagma merkezi kuvvet
alanlarimin 6zel bir hili olan COULOMB alanindan &tiirii ortaya ¢ikar.

Enerjinin / nin bir fonksiyonu olmamast dzelligi yalniz hidrojen atomunda
ve ii¢ boyutlu izotropik harmonik osilatérde gériiliir. Hidrojenden bagka atom-
larda enerji yalmz n nin degil, / nin de bir fonksiyonudur. Ciinkii Z sayida elek-
rona sdhip olan atomlarda elektronlardan birinin potansiyel enerjisi —Ze*/r
degildir ve diger elektronlarin perdeleme etkisi ile degismisti. COULOMB po-
tansiyelinden sapma biiyiidiikkge aym n ye ve farkli / ye sdhip seviyeler arasindaki
enerji farki artar. En agir atomlarda séz konusu sapma en bityiik oldugundan,
aynm r ye ve farkhi / ye sahip enerji seviyelerinin birbirlerinden ayriimasi1 Z atom
numarasi ile birlikte artar. Ote yandan, hidrojen atomuna bir dis elektrik alam
uygulandigi zaman ayni # ye sdhip seviyelerin soysuzlagmasi ortadan kalkar ve
her seviyenin enerjisi / ye bagli olarak degisir. Bu olay birinci mertebeden
STARK olay1 olarak bilinmektedir. STARK olay1 pertiirbasyon teorist ile ilgili
olarak ilerde incelenecektir.

Aym n ve [ ye ve farklt m ye sdhip seviyelerin soysuzlagmasi biitiin merkezi
kuvvet alanlarinin, yani biitlin kiiresel simetrik potansiyel enerji fonksiyonlarimn
ortak &zelligidir. Gergekten, (I1.5.11) bagintisindaki R, (r) radyal fonksiyonu
m ye bagh degildir. Bununla beraber, kuvvet alam merkezi olmadigi zaman s&z
konusu soysuzlagsma ortadan kalkar, Incelenmekte olan atoma bir dis magnetik
alanin uygulanmast ile bdyle bir merkezi olmayan kuvvet alam saglanabilir. B&y-
lece, farkh m ye sdhip seviyeler farkhi enerjilere sdhip olurlar. Bir dis magnetik
alamin etkisi ile enerji seviyelerinin bu sekilde aynlmasmna ZEEMAN olay1 adi
verilir. ZEEMAN olay1 da pertiirbasyon teorisi ile ilgili olarak ilerde incelene-
cektir.
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

II.1. Sabit bir eksen etrafinda dénen ve bu eksene gore I atalet momentine
sahip olan bir kati cisme ait SCHRODINGER denklemi

seklindedir. Burada vy (o, ¢}, { zamamnin ve dénme eksent etrafindaki ¢ donme
agisinin bir fonksiyonudur. Bu denklemin ¢éziimlerine hangi sinir sartlar uygu-
lanmalidir? Normlanmig enerji 6zfonksiyonlarim: ve encrji dzdeZerlerini bulu-
nuz. Herhangi bir soysuzlasma var midir ?

II.2. Hidrojen atomuna ait (I1.5.16) bafintist ile verilen R, (r) radyal
dalga fonksiyonunu ve

</ > = [ £0) R dr
0

bagintis1 ile verilen bekienen deger tammimt kullanarak <r>, <1/r>, <1/r2>,
ve < 1/r*> beklenen degerlerini hesaplayimiz. Beklenen degerin genel tanimi
igin paragraf (IL.5) e bakimz. Coéziim ig¢in Emine Rizaoglu'nun “Kuvantum
Mekanigi C6ziimli Problem Kitabi”na bakimz: Problem IV.16.

SONUCLAR :

<r> mnz[l —{——%—(1 —!—gt—l))]ao,
n

LR NI PR —
r noa, \ P n3(1—|—-—1—-) G-’
2

< 1 > ] i
1\ _ -
r n”(l—l—%) a+1n %

II.3. Kuvantum mekaniginde HAMILTON operatdriinin Hy = Ey ile
verilen 6zdeger denklemindeki E Ozdegerlerinin isaretine gbére baglh hdller ta-
mmianir. Kolaylik olsun diye kiasik mekanikteki baglh halleri inceleyelim. Kla-
sik mekanikte baglt hiller, T+ V = E toplam enerjisinin isaretine gore tamm-
fanur.

Her zaman T >0 dir. Baglt olmayan héller E =z 0 bagmtist ile tanimlanir.
V> 0 igin E> 0 hili, yini bagh olmayan hal elde edilir. Baglh olmayan hitl i¢in
pargaciklar biribirlerinden sonsuz uzaklagirlar. ¥ > O biline &rnek olarak itici
COULOMB potansiyeli gdsterilebilir. Bu takdirde yériinge hiperbol seklinde olur,
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V<0 i¢cin T—|V|=E vyazlabilir. |V| =T ise, EZ 0 bagntist ve
boylece bagh olmayan hal elde edilir. Cekici COULOMB potansiyeli veya
NEWTON un evrensel ¢ekim potansiyeli demek olan gravitasyon potansiyeli
igin yoriinge, E > 0 hilinde hiperbol seklinde ve E = 0 hélinde de parabol
seklinde olur.

V<0igin | V> T ise, E<0 hili elde edilir. E< 0 hiline bagh hdl adi
verilir ve bu takdirde pargacikiar biribirlerinden sonsuz uzaklagamazlar. Cekici
COULOMB veya gravitasyon potansiyeli igin ydriinge elips seklinde olur. Hid-
rojen atomunda ve gezegenlerin hareketinde bu gesit bagh hiller sz konusudur.,

Bir érnek olmak iizere, yeryiiziinden yaricap dogrultusunda firlatilan bir fii-
zenin yer¢ekiminden kurtulabilmesi igin gerekli olan en kiigiikk hzi hesaplayimiz.

SONUC : Yerin ¢ekim siddeti g ve yerkiirenin yarigapt R olmak lizere :

vZ\V2gR = 3—3:—2- = 11,17 km/sn.




. BOLUM

DINAMIK DEGISKENLER
VE LINEER OPERATORLER

(IL.1) iKi FONKSIYONUN SKALER CARPIMI

iki fonksiyonun skaler garpimimin tanimy, iki vektdriin skaler ¢arpimimn ta-
nimina benzetilerek yapilir. Bu Kkitapta, tersi séylenmedikce, reel vektdrier Latin
harfleri ile ve kompieks vektorler de Grek harfleri ile gosterilecektir. u ve v reel
vektorlerinin skaler ¢arpimi N boyutlu uzayda

N
(u,v)zu.v=2ukvk——-u1vl—|—u2v2—[—...—}—quN (I11.1.1)
k=1

baginus: ile tammlanir ve bir reel sayidir. Gene N boyutlu uzayda y ve @
kompleks vektorlerinin skaler ¢arpimi da

N
W=D VEO =y O +yi 0, + . +yf0, (LD

k=1

bagmust ile tammlanir ve bir kompleks sayidir. Burada ¥, vy, mn kompleks
eslenigini gostermektedir. (I1I1.1.2) bagintisina gére hemen

(D, y) = (y, O)* (II1.1.3)

yazilabilir. Yéni, iki kompleks vektSriin skaler ¢carpimi komiitatif degildir. Ancak
iki reel vektoriin skaler ¢arpimu komiitatif olabilir. Bir kompleks vektoriin kendi
kendisi ile skaler ¢arpimina s6z konusu vektdriin normu adi verilir. O hilde v
vektériiniin normu,

N
¥l =09 =D |y (LIL1.4)
k=1

baginust ile tamamlanir ve reel ve pozitif bir sayidir. Bir vektériin normunun

122
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sifir olmasi igin gerek ve yeter gart vektoriin kendisinin sifira esit olmasidir.
Boylece

[wlf=0 (IIL1.5)
bagintis1 yazilabilir. Burada esitlik y = 0O igin gegerlidir. O halde,
y=0igin: |ly[ >0 (I1.1.5a)

yazilabilir. Bir y vektoriniin |y| ile gosterilen wzunlugu, bu vektdriin (v, y)
normunun pozitif karekdkiidiir. Eger bir vektériin normu bire esitse, bu vektore
normlanmis vektor denir. 1ki kompleks vektoriin skaler garpimu sifira esitse, bu
iki kompleks vektdr diktir denir,

x reel degiskeninin ¢ £ x £ b arahiinda tammlanmis olan ¥ (x) ve ® (x)
gibi iki kompleks fonksiyonunun skaler ¢arpimi

b
v, ® = [ v* () @ () dx (IIL.1.6a)

bagintis1 ile tammlanir, Burada y*,y fonksiyonunun kompleks eslenigini gos-
termektedir. Fonksiyonlarin tamim arahf (— oo, o) oldugu zaman (I1I.1.6a)
bagintis

(v, ®) = [y* () ® (9 dx (IT1.1.6b)

seklinde yazilir. ki kompleks fonksiyonun skaler ¢arprmini tammlayan (I11.1.6b)
bagintisy, iki kompleks vektdriin skaler ¢arpimina ait (II1.1.3) 6zelligini gergekler.
Ayrnica (II1.1.6b) tanmim bagintisi, biitiin ii¢ boyutlu uzayda tanimlanmg olan
v (r) ve @ (r) fonksiyonlarina tesmil edilebilir. Boylece y (r) ve @ (r) kompleks
fonksiyonlarinin skaler garpim

(y, D) = j w* (1) @ (r) dt (I1L1.7)

bagintis1 ile tamumianir. Buradaki integral biitiin ii¢ boyutlu uzay iizerinden alin-
mgtrr, Ote yandan, bir kompleks fonksiyonun normu, (111.1.4) bagintisina benzer
sekilde

(vl = (v, ¥) =flw(r) 2 dt (I11.1.8)

bagintisi ile tamimlanir. Siiphesiz bu tanmimin sonucu olarak, (I11.1.5) bagintis1
fonksiyonlar i¢in de gecerlidir. Normu bire egit olan fonksiyona normlanmis
Sonksiyon adi verilir. Normlanmis fonksiyon tanimi (1.5.12) bagintis1 ile evvel-
ce de verilmisti. Iki kompleks fonksiyonun skaler garpim sifira esitse, bu iki
fonksiyon diktir denir. Harmonik osilatériin 6zfonksiyonlarinin diklik ve normla-
ma bagmtilar: (I.LEK.4.12) bagintisi ile verilmisti.
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Kuvantum mekaniginde kompleks vekidrier ve reel degiskenli kompleks
fonksiyonlar bir arada kullanilir ve yukarida da gorildigli gibi bunlann pek
gok benzer &zellikleri vardir. Fonksiyonlarin vektorler ile ortak bir genel teori
igerisinde incelenebilmesi sonsuz sayida boyuta sdhip bir vektér uzayma ihtiyag
gosterir. Kuvantum mekanigindeki sonsuz boyutlu uzaylar ya sayilabilen sonsuz
boyutlu, ya da sayldamayan sonsuz boyutly olabilir. Sayiabilen sonsuz boyutlu
bir uzaya O6rnek olmak lizere (II1.1.4) bagintisn N —> oo igin yazilabilir ve boylece

(vl =@ w) = > v, (IL1.9)
k=1

bagintis1 elde edilir. Burada y vektoriiniin £ =1, 2, 3, ... seklinde sayilabilen
sonsuz sayidaki siralama indislerine tekabiil eden sayilabilir sonsuz sayida bile-
seni vardir ve || ¥ || normunun sonlu olabilmesi i¢in (III.1.9) bagintismin sag ya-
nindaki serinin yakisak olmasi gerekir. Ote yandan, eger k indisi stirekli olarak
degisecek olursa, w, sonlu bir degisim arahfinda bile sonsuz sayida deger alir.
Bu takdirde & indisi yerine siirekli ve reel bir x degiskeni alinmahdir. Béylece
vy (x) kompleks fonksiyonu, sayilamayan sonsuz sayidaki x indisine s&hip bir vek-
tor gibi digiiniilebilir ve bu y (x) vektoriiniin ait oldugu vektdr uzayr da sayila-
mayan sonsuz sayida boyuta sihip bir uzaydir. Sayilabilen sonsuz veyd sayila-
mayan sonsuz boyutlu uzaylara HILBERT uzayt ad: verilir. HILBERT uzayla-
rinda vektdrlerin sayilabilen sonsuz sayidaki bilesenlerinin hepsi sonlu olmals
veyd w(x) fonksiyon vektorleri degisken x indisinin biitiin degerleri icin sonlu
olmalidir, Bu da kuvantum mekaniginde dalga fonksiyonlari i¢in kXosulan sart-
lardan biridir. Ote yandan, k indisi stirekli bir x degiskeni haline déniistiigii
zaman (I1.1.9) toplam da

[l = (v, w)=f|w(x) |? dx (111.1.10)

integraline veyd daha genel olarak (I1I.1.8) integraline donigir,

(Il1.2) LINEER OPERATORLER

HILBERT uzaymdaki bir A operatérii, HILBERT uzaymna ait bir y vektd-
riinil (veya fonksiyonunu) gene bu uzaya ait bagka bir ® vektoriine (vey2 fonksi-
yonuna) ddniigtiiren bir nesnedir. S6z konusu doniigiim

® = Ay IIL.2.1)

tanim bagintisi ile ifdde edilir. (II1.2.1) denklemi sdyle yorumlamr : 4 operatérii
sagma yazilan y vektOril lizerinde bir islem yaparak onu bagka bir @& vekto-
riine doniistiirmiigtir,. HILBERT uzaymin herhangi iki vektérii Y, ve v, ise,
v, + , de bu uzaym bir vektdriidiir. Ote yandan, y HILBERT uzaymun bir
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vektoril ise, keyfi bir kompleks ¢ sibit sayis1 igin cy de bu uzaymn bir vektd-
riidiir. Bu soylediklerimize ve (IIL.2.1) tanimina uygun olmak iizere

AW, +v,)=Avy, + Ay, (IT1.2.2)
Alcy)=cAw (IT1.2.3)

sartlarim1 saglayan bir A operatdriine lineer operatér ad1 verilir. Kuvantum me-
kaniginde kullanilan bitiin operatdsler lineer operatdrdir. (111.2.2) ve (LI1.2.3)
sartlarmin ikisi bir arada

Ay, t o ¥,)=c¢, AY, + ¢, Av, (111.2.4)
seklindeki tek bir lineerlik sarti olarak yazilabilir.

Paragraf (I.7) de s6z konusu edildigi gibi kuvantum mekaniginde dinamik
degiskenler, lineer operatérlerin aracihif: ile ifidde edilirler ve bu lineer opera-
torler esas itibariyle ya r yer vektdrii gibi bir 4di carpma operatdriidiir, ya da
P = — i# V momentum operatdrii gibi bir diferansiyel operatérdiir. Ote yandan,

F [c] ¥, )+ v, (r)] = ¢y, T -+ &Iy, (r)
ve
View,0) + vl = ¢, Vw, (1) + ¢, Vv, (1)

asikdr bagintilar1 r ve p operatdrierinin (II1.2.4) lineerlik sartim gergekledigini
gosterir. Operatdrler arasindaki ¢arpma ve toplama iglemlerinin yardim: ile bu
iki tipin &zelliklerini bir arada igeren lineer operatdrler elde edilebilir, (1.9.1)
bagintist ile tanimlanan

fi
L=rXp=-—rXx¥
i
yoriinge agisal momentumu vektér operatorii buna bir Srnektir.

llerde lineer operatdrierin kare matrislerle temsil edilebildikleri gériilecektir.
Boylece kuvantum mekaniginde kullanilan lineer operatérlerin bir kisma da matris
operatiorlerdir. Matris operatdrlere bir drnek olmak tizere, bir elektrona ait spin
agisal momentumu vekior opearatoriniin ii¢ kartezyen bilesenini temsil eden

0 1 (0 —i 1 0
Ox = y Oy =14, y Oy =
(1 o) i 0) (0 —1)

PAUL! spin matrisleri gosterilebilir. Ornegin, o, matris operatérii (ITL2.1) ba-

onn= (2 )(3)-(1)

seklinde saglar. o, in (I11.2.4) lineerlik sartim sagiadifi da kolaylikla gosterile-
bilir.
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(IIL.3) LINEER OPERATORLER ARASINDAKI DORT ISLEM

A, B ve C, HILBERT uzayindaki ii¢ lincer operatér ve y de bu uzaya ait
keyfi bir vekior olsun. Eger keyff y vektorii igin

Ay + By = Cy (TIL.3.1)

bagintis1 gergekleniyorsa, A ve B operatdrlerinin toplami C operatdriidiir denir
ve bu toplama islemi

A+B=C (111.3.2)
bagintisi ile belirtilir. Eger (I111.3.2) bagintis: (II1.3.1) bagmtisinda yerine yazilirsa
(4+ B)y = Ay + By (111.3.3)

bagintist ile ifade edilen distribiitiflik (dagiticiik) Szelligi elde edilir.

B lineer operatérii keyfi bir y vektériini By vektoriine doniistiiriir. A4
lineer operatdrii de By vekiorinii A (By) vektdriine doniistiiriir, Efer keyfi v
vektOrii i¢in

A(By) = Cy (111.3.4)
bagintis1 gergekleniyorsa, A ve B operatdrlerinin A, B sirasindaki ¢arpuymi C ope-
ratoriidiir denir ve bu carpma islemi

AB=C (111.3.5)
bagintisi ile belirtilir. Eger (IT1.3.5) bagmntis1 (I11.3.4) bagintisinda yerine yazilirsa
(AB)y = A(By) = Cy (d11.3.6)

bulunur. Ote yandan, 4 lineer operatdrii keyfi y vektdriini Ay vektdriine do-
nitgtiiriir. B lineer operatdril de Ay vektdriinli B(Ay) vektOriine doniigtiiriir.
Eger keyfi y vektoril igin

B(Ay) = Dy (I11.3.7)

bagintis1 gergekleniyorsa, B ve 4 operatdrlerinin B, 4 sirasimdaki ¢arpimu D ope-
ratoriidiir denir ve bu ¢arpma islemi

BA =D (111.3.8)
bagintisi ile belirtilir. Eger (II1.3.8) bagmtis1 (I11.3.7) bagintisinda yerine yazilirsa
(BA) vy = B(Ay) = Dy (111.3.9)

bulunur. Genel halde C ve D operatorleri esit degildir. Boylece (II1.3.5) ve
(111.3.8) bagintidanmn karsilastiriimas: ile

C#D ise: AB # BA (T11.3.10)

yazilabilir. Genel olarak iki lineer operatériin ¢arpimi, ¢arpim sirasima baghdir
ve bu takdirde bu iki operatdr komiitatif degildir denir. Ozel hilde iki lineer
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operatdriin ¢arpimi, ¢arpim sirasina bagh olmayabilir ve bu takdirde iki operatér
komiitatiftir denir. A ve B operatorleri komiitatifseler tanim olarak

AB = BA (II1.3.11)

yazihir, Her operatdr kendi kendisiyle komiitatiftir. Bir operatériin kendi kendi-
siyle carpimina o operatdriin karesi veya ikinci kuvveti adi verilir ve

A* = AA (111.3.12)
seklinde yazilir, Benzer gekilde, bir operatdriin kiibii veya dictincii kuvveti
A? = 4’4 = AA* = AAA (111.3.13)
seklinde yazihir. Genel hilde
A" = AAA ... A (n carpan) (I11.3.14)

bagintist ile bir operatiriin n inci kuvveti tammianir. A, B ve C gibi ti¢ lineer
operatdér gbz Oniine alimirsa

A[B(Cy)] = A(BC) v
(AB)(Cy) = [(4B) Cly
ve
A [B(Cy)] = (4B) (Cy)
oldugundan
(AB) C = A (BC) = ABC (111.3.15)

yazilabilir, (II1.3.15) bagintisina operatdrlerin ¢arpma islemine gbre asosyatiflik
(ortaklastiricilik) Ozelligi adi verilir,

Lineer operatérler arasindaki toplama ve garpma iglemleri bir arada g6z 6nii-
ne alinirsa

A(B+4+ C)= AB + AC (I11.3.16a)
(B+C)A=BA+ CA (I11.3.16b)
sekillerindeki distribiitiflik (dagiticithk) Szellikleri hemen yazlabilir.

A ve B operatérlerinin egitligi keyfi ve sifirdan farkhh bir w vektdriiniin yar-
dimz ile
vy %0 ve Ay = By ise: A =B dir. {IL3.17)
bagintis1 ile tamimlanir.

Simdi temel dneme sdhip iki lineer operatdrii, yani sifir operatériinii ve birim
operatéril tanimlayacagiz.

Yy #=0ve Ay =0 ise: A =0 dir, (111.3.18)
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seklinde tanimlanan operatdre sifir operatorii adi verilir. (I11.3.3) bagintisinda
B = 0 yazilirsa, (II1.3.18) tamim bagintisina gore

(A+0)y=4dy 4 0y = Ay
veya
A+0=4 (I11.3.18a)
sonucuna varihir. Ote yandan,
v 0 igin: Iy = vy (II1.3.19)

bagintis: ile tanimianan I operatdriine birim operatér adi verilir. (I11.3.6) ve
(I11.3.9) bagintilarinda B = I yazilirsa

“hy =Ady)=Cy
(I4) vy = I(Ay) = Dy
elde edilir. (111.3.19) tanum bafintisina gére bu bagintilar
(ADvy = Ay = Cy
(JA) ¥ = Ay = Dy
sekillerini alirlar. (T11.3.17) bagintisina gdre
C=D=A4
ve
Al=I4 = A (111.3.20)

sonucuna varilir. Goriilityor ki, herhangi bir operatériin birim operatér ile gar-
pimi komiitatiftir ve ¢arpimin sonucu operatdriin kendisidir.

Eger keyfi bir y vektorii igin
Cy — By = Ay (I11.3.21)
bagintis1 gercekleniyorsa, C ve B operatdrlerinin farkt A operatdridiir denir ve
bu gikarma islemi
C—B=4 (111.3.22)

bagintis: ile belirtilir. Eger (II1.3.22) bagintis1 (111.3.21) bagintisinda yerine yazi-
hrsa

(C— By =Cy — By (111.3.23)
bagintis1 bulunur. Eger (I11.3.23) bagintisinda C = B yazilirsa
(B—B)y=By — By =0 (I11.3.24)

elde edilir. (1I1.3.18) tanim bagintisina gore (II1.3.24) bagintisindan
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B—B=0 (I11.3.25)
sonucuna varlir,
A bir lineer operatdér olduguna gdre
AA7 V= A1 4 =1 (111.3.26)

bagintisim saglayan bir A7 lineer operatdril bulunabiliyorsa, ydni 4 operatdril
regtiler ise, bu A™! operatdriine 4 operatériiniin tersi ad1 verilir. Eger s6z konusu
bagintiy1 saglayan bir 47 oeperatdrii bulunamiyorsa 4 operatdril singiilerdir de-
nir. m, n ve p herhangi tamsayiar olduguna gére (I11.3.14) tamim bagintisindan

AT A" = A" AT = Am+n (I11.3.27a)
ve
(A" = (AP)* = Aw (I11.3.27b)
oldugu gosterilebilir. (II1.3.27a) bagintisinda m =1 ve n = — 1 yazilirsa
AATV=A"1 4 = 4A° (I11.3.26a)
elde edilir. Eger (I11.3.26a) bagintiss (I11.3.26) bagntis1 ile karsilastirilissa
A° =1 (111.3.28)

sonucuna varilir. 4 ve B herhangi iki lineer operatér olduguna gore, eder A re-
giiler ise, B operatOriinii soldan A operatiriine bolme islemi

A1B=2C (I11.3.29a)
bagintist ile, ve B operatdriinil sagdan A operatoriine bolme islemi de
BAT' =D (111.3.29b)

bagintis1 ile tanimlanir. Siiphesiz (111.3.26) ve (II1.3.20) bagintilarinin yardum ile
{I11.3.29a) ve (II1.3.29b) bagintilarindan

B=AC=DA

bagintilar1 bulunur. Genel hidlde C ve D operatdrleri esit degildir. Boylece
(I11.3.29a) ve (I11.3.29b) bagintilarinin karsiastiriimas: ile

Cs D ise: A 1B = BA™ (T11.3.30a)

yazilabilir. Yéani, genel halde soldan ve sagdan bélme iglemleri aynt sonucu ver-
mez. Soldan bdlmenin sagdan bélmeye esit oldugu &6zel hal igin

A B= AB™! = B|A (I11.3.30b)
yazilir.

A ve B herhangi iki lineer operatdr olduguna gore
[4, B] = AB— BA (II1.3.31)



130 ¥ DINAMIK DEGISKENLER VE LINEER OPERATORLER

bagintis1 ile tamimlanan [A4, B] operatdriine komiitatér adi verilir. (I11.3.11) ve
(I11.3.31) tamim bagintilarina gore, iki operatdr komiitatif ise bunlarn komiita-
térii sifirdir. (I11.3.31) tanum bagintisina gore

[4, A] =42 — A*=0 (111.3.32)
[A, Bl == AB — BA = — (BA — AB)= — [B, A] (I11.3.33)

bagintilar1 hemen bulunur. Ayrica gene tamim bagintisindan
[A, B4+ Cl=AB+C)—(B+C)A=AB—BA+ AC—CA= (111.3.34)

=[4, B] +[4, C}
ve
BlA, C]1+[A4, B C=B(AC—CA)+(AB—BA) C=BAC—BCA4-
4+ ABC—~BAC=A(BC)—(BC) A=[A, B(C]

bagintilann elde edilir. (II1.3.31), (11.3.33), (I11.3.4) ve (111.3.35) bagmntilarmin
kullanilmas: ile de JACOBI bagmtisi adi verilen

[4, [B, C]] = [4, BC — CB]
— [4, BC] — [A4, CB]
= B[4, C) + [4, B]C — C[A4, Bl — [4, C] B
= — [B, [C, 4]] — [C, [4, B]] (111.3.36)

bagintist bulunur. Komiitatérlere ait yukarda elde edilen bagintilar asagida si-
ralanmustir :

(I11.3.35)

[4, A] =0 (111.3.32)
(4, B] = — [B, 4] (I11.3.33)

[4, B+ C] = [4, B] + [4, C] (I11.3.34)
[4A + B, C] = [4, C] + [B, C) (IIL.3.34a)
[4, BC] = B[4, C] + [4, B C (111.3.35)
[4B, C1= A[B, C] + [4, C] B (I11.3.35a)
[4, [B, Cll + [B, [C, A]] + IC, [4, B]] =0 (I11.3.36)

(Ill.4) FONKSIYON OPERATORLERI

Bir z degigkeninin f(z) fonksiyonunu diigiinelim. f(z) fonksiyonunun ya-
kinsak bir MACLAURIN serisine agilabildigini varsayalim. Béylece

o0

) = Z 4,2 =a,+a,z+ a2t + ... (IIL.4.1)

k=0
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yazilabilir. Burada aq, sayilar, f(z) fonksiyonunun MACLAURIN serisine agilim
katsaydaridir. Simdi bir A4 lineer operatdriinii ve bu operatdriin biitiin 4* seklin-
deki kuvvetlerini géz Oniine alalim. & nin biitlin tamsay:r degerleri igin 4% lar
birer lineer operatdrdiir. Siiphesiz A% larnn g, agilim katsayilari ile ¢arpimlarinin
toplam1 da bir lineer operatérdiir. Boylece (I11.4.1) bagintisinin sag yamndaki
MACLAURIN serisinde z degiskeni yerine 4 lineer operatérit yerlestirilirse so-
nugta f(A) seklinde bir lineer operator elde edilir ve bu lineer operat6re, 4 lineer
operatériiniin fonksiyonu olan bir fonksiyon operatér adi verilir. O hélde f(A)
fonksiyon operatérii, 4° = I oldugunu hatirlayarak
Fl4) = z g A =a,l+a, A+ a, 4+ ... (111.4.2)
k=0
acihmu ile tanmimianabilir.
Bir 6rnek olmak fizere kuvantum mekaniginde ¢ok kullamian dste! fonksi-

yon operatériinii gosterebiliriz. Bir iistel fonksiyonun MACLAURIN serisine
acthimi1

- 1 1
- E ke 14 2 24 ...
¢ k!z btz 2!z

k=0

seklinde oldugundan, iistel fonksiyon operatériinii
et = v—1-A"‘=I+A+—I-A2—I—.. (I11.4.3)
k! 2! ' o
k=0

MACLAURIN serisi ile tamimlayabiliriz. 4 ve B herhangi iki lineer operatér
olduguna gore, genel hilde exp(4) ve exp(B) lstel fonksiyon operatorlerinin
carpimu komiitatif degildir. Yéni :

[4, B] # O ise: etef = eBedt (111.4.4)
Ancak 4 ve B operatorleri komiitatif oldugu zaman bunlara ait istel fonksiyon
operatdrleri adi istel fonksiyonlarin ¢arpimi kuralina uyarlar. Yani :
[4, B] = 0 ise: etef = egfed = edtB (I11.4.5)
bagintis1 yazilabilir.

(IIL.5) BIR LINEER OPERATORUN BEKLENEN DEGERi VE DINAMIK
DEGISKENLERIN OLCULMESI

Klisik mekanikte dinamik degiskenler reel sayilar araciif ile ifide edilirler
ve bu sebepten Otiirll deneysel olarak oOlgiilen degerleri ile dogrudan dogruya
kargilagtinitabilirler (Bak. (I.1A)).
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Kuvantum mekaniginde dinamik degiskenler aym harf ile gosterilen lineer
operatdrler aracilifi ile temsil edilirler ve bu sebepten Stiirii de deneysel olarak
Olgiilen degerleri ile dogrudan dogruya karsilastirilamazlar. O halde, her lineer
operatére bir reel sayt tekabiil ettirmek gerekir. Keyfi bir w (r) vektdriiniin ara-
cilify ile bir A4 lineer operatiriine

Ay = W Av)

v, v)
bagintisi ile tamumlanan bir say1 tekabiil ettirilir ve bu sayiya A lineer operatirii-
niin beklenen degeri adh verilir. (I1IL.5.1) bagntistmin sonucu olarak, (4) ile
gosterilen beklenen degerin fiziksel boyutu, 4 lineer operatériiniin fiziksel boyu-
tunun aymdir. (IIL.1.7) bagintisinda ® = Ay yazlirsa

(I11.5.1)

v, 49 = [v* @) Ay () d= (TL5.2)
elde edilir. Ayrica (1I1.1.8) bagntisina gore
lvll=ww=[lv@Prd (I11.5.3)
yazilabilir. (II1.5.2) ve (II1.5.3) bagintilan (IIL.5.1) bagmmtisinda yerlerine yazilirsa
[v*@ Ay () dr
4y = (11L.5.4)
[lvoPrd

bulunur. Fiziksel olarak gézlenebilen bir dinamik defiskeni temsil eden bir lineer
operatoriin beklenen degerleri mevcut olmalidir. (II1.5.4) bagintisindaki keyfi
v (r) vektorii veya dalga fonksiyonu vy (r, £) seklinde zamamm da bir fonksiyonu
olabilir. Bu durum yazdifimiz bagintilarda bir degisikliZe neden olmaz, yalnmiz
{A) beklenen degeri artik zamanin bir fonksiyonu olur. W vektriiniin, tersi
sOylenmedikge, normlanmis oldugunu varsayacagiz. Boylece

vil=®w=[lv®rd =1 (IL5.5)
olur ve (II1.5.1) ve (I11.5.4) tanim bagintilar: sidelesmis olarak
Ay =, 49) = [v @ Ay d (IIL5.6)

seklinde yazilabilir. Siiphesiz (4> beklenen degeri genel hélde bir kompleks sa-
yidir ve ancak A operatdriiniin bazi Szelliklerinin sonucu olarak reel olabilir.
Bundan sonraki iki paragrafta bu o6zellikleri inceleyecegiz.

(I.6) BIR LINEER OPERATORUN HERMITSEL ESLENiGI

Bir + lineer operatoriiniin A™ ile gosterilen HERMITsel eglenigi v, (r) ve
v, (r) keyfi vektorlerinin aracilifn ile
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W, Av,)=(dy,,v,)=W,, Ay)* (I11.6.1)

veya
( f yEAVY, d-c)* - _[ vE ATy dr (I11.6.22)

veya
f (Ay)*y, dt = f v, A%yt dt = f vrAty dv (IIL6.2b)

bagintisi ile tanimlanir. Burada 4%, A operatdriiniin kompleks eslenigini goster-
mektedir. (1I1.6.1) tamim bagmntisinda v, ve v, vektSrleri keyfi oldugundan,
Y., =V, = ¥ yazilabilir ve bdylece

(¥, AT ) = (dy, ¥) = (v, Ay)* (111.6.3)
elde edilir. Eger (v, y) = 1 ise, (I11.5.6) bagintisina gore (I111.6.3) bagintisi
(AYY = (A)* (I11.6.4)

sonucunu verir. Bu sonuca goére, bir lineer operatoriin HERMITsel esleniginin
beklenen degeri, o operatdriin beklenen degerinin kompleks eglenigine esittir.

(I11.6.1) tanim bagintisinda 4 operatdrii yerine A8 ¢arpim operatdrii yazi-
Iirsa ve

®=By,, xr=A4y,
vektdrleri tamimlamrsa
¥,,(4B)* vy,) = (4B v, ,¥,) = (40,v,) = (®, 4" y,) = (By,,x) =
=,, Bt =,,8"4"vy,)

veya
W,,dB)* vy, )=(v,,B" A" y,) (111.6.5)
elde edilir. ¥, ve v,, vektdrleri keyfi oldugu igin
(A4BYt = Bt A* (I11.6.6)

sonucuna varthr. (111.6.6) bagintisina gore, iki operatdriin ¢arpiminin HERMIT-
sel eslenigi, bu iki operatoriin HERMITse! esleniklerinin ters swrada ¢arpimina
esittir. Bu kural hemen, ii¢ operatériin ¢arpimunin HERMIiTsel eslenigi icin
genellestirilebilir. (111.6.6) kuralimn uygulanmas: ile

(ABC)* = [(4B) C}* = C* (4B)* = C* B+ 4+ (111.6.7)

sonucuna vanlr. Herhangt sayidaki operatérlerin ¢arpimi igin de bu kurahn
dogru oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu kuralin (I11.3.14) tanim bagntisina
uygulanmast ile
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ANt = 4%y (111.6.8)
sonucuna varnlr,

Lineer operatorlerin garpimlarmin  kompleks eslenigi, bu operatdrierin
kompleks esleniklerinin aynt sirada ¢arpimuna esittir. Yani

(ABC)* = A* B* C* (I11.6.9)
yazilabilir.

(IIL7) HERMITSEL OPERATORLER

Bir lineer operator kendi HERMITsel eslenigine esitse, o lineer operatére
HERMITsel operatér ady verilir. Bir A lineer operatérii HERMITsel ise, bu ta-
mma gore

At =4 IIL7.1)

bagintisin1 gergekler. (I11.7.1) bagintis1 (II1.6.1), (1I1.6.2a) ve (II1.6.2b) baginti-
larinda yerlerine yaziirsa 4 HERMITsel operatoriinii tanimlayan

Y, AV =(AVY,,¥,) = (¥, ,Ay)* (I11.7.2)
veya
([t Av,ax)" = [vr dv, s (I11.7.3a)

veya

f Av)ty, do = f v, A%y dr = f v*Ady, dv  (IIL7.3b)

bagtilart elde editir. (IT1.7.2) tamm bagintisinda v, ve y, vektdrleri keyfi ol-
dugundan vy, = y, = y yazlabilir ve bdylece

(W, AY) = (4y, y) = (y, Ay)* (I11.7.4)
elde edillr. Eger (v, y) = 1 ise, (I11.5.6) bagintisina gore (111.7.4) bagntist
A4y = {A)* (111.7.5)

sonucunu verir. Bu sonug, (I11.6.4) bagintisinda AT = A yazarak ta elde edilebi-
lirdi. (II1.7.5) bagmtisina gore, bir HERMITsel operatdriin beklenen degeri reel-
dir. Bunun karsit da dogrudur. Yani, bekienen degeri reel clan bir operatdr
HERMITseldir.

Kuvantum mekaniginde lineer operatorler ile ifade edilen dinamik degiskenler,
ancak kendilerini temsil eden lineer operatorlerin beklenen degerleri aracilign ile
deneysel olarak olglilen degerler ile karsilagtinlabilirler. Bu kargtlastirmanm ya-
piabilmesi igin beklenen degerlerin reel olmasi ve bu sebepten &tiirii de dinamik
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degiskenleri temsil eden lineer operatérlerin HERMiTsel olmasi gerekir. Asagda
kuvantum mekaniginde kullamlan dinamik degiskenleri temsil eden lineer ope-
ratorlerin hepsinin HERMIiTsel oldugu gosterilecektir.

Paragraf (I.5) in sonunda herhangi bir v (r, t) dalga fonksiyonunun ve bu
fonksiyonun yy gradyanimin her yerde sonlu, siirekli ve tek degerli olmasimin
gerektigi belirtilmigti. Dalga fonksyonunun (1.5) te verilen BORN yorumuna
gore, yalmz x kartezyen koordinatina bagh w(x) dalga fonksiyonunun normu

1w ()] ~——-f|\p(x) 2 dx = sonlu bir says

olmalidir. Bu o6zellifin gerceklegebilmesi icin y (x) dalga fonksiyonu
X =>4+ o0 igin: y(x)—>0 (111.7.6)

gerek (fakat yetmeyen) sartimt saglamalidir. (TII.7.6) sarti, kabul edilebilir dalga
fonksiyonian igin bir Xriterdir.

Momentum peratériiniin p, kartezyen bileseninin beklenen degeri

Py = [V P, v ax (1L7.7)

seklindedir. Buradaki keyfi vy (x) dalga fonksiyonu
W= [lvepde=1

sartim1 ger¢eklemelidir. (1.8.1) bagntisina gére

i ¢x
yazilabilir ve buradan
i 0
Pr=—-——=—p, (I11.7.8b)
i dx
bulunur. (I11.7.8a) bagintisim (I11.7.7) bagintisinda yerine yazarak
w ﬁ a
R a1.7.9)
i ox
veya
(pey =2 f AN (IL.7.92)
i ax

elde edilir, Kismi integrasyonla
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o0 o

L] *
ax —w 0x

—00 —C

bulunur. (I11.7.6) ile verilen kritere goére

[v@vw]", =o
oldugundan (I11.7.9a) bagintis:

5o~ gyt
<px>=—~,fw3“’ dx
H ax

seklini alir ve bdylece

# oy
(B> = f( i )dx

veyd (II11.7.9) bagintisi ile kargilagtirarak

o

— « 3V LN .
<px>—( f  ax ) (P (111.7.10)

—

sonucuna vanhr. O hilde, {p,> reeldir ve (III.7.5) bagintisma gére p, HER-
MiTseldir :

pr=p, (I11.7.11)
Benzer sekilde,

pf=p,, pr=p.; pt=p (111.7.11a)
bagintilan1 da gegerlidir.

Koordinatlann f(r) seklindeki bir kompieks fonksiyonu bir 4di ¢arpma ope-
ratorii olarak diigiiniilebilir. O hilde, f(r) operatériintin beklenen degeri

S = [viOvac= [yr@vds

seklinde yazilabilir. Buradan

*
S =( fvrrs@vaz) =
veya her iki yamin kompleks eglenigini alarak

SfrEY = fE)* (11.7.12)
sonucuna varilir. Ote yandan, (II1.6.4) bagintis1 £(r) operatdrii igin yazlirsa
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@y = fp* (I11.7.13)
elde edilir. (IT1.7.12) ve (T111.7.13) bagntilarnnm sag yanlar esit oldugundan
WARUIE NG AR ) (I11.7.14)
bulunur ve y (r) fonksiyonu keyfi oldugu igin de
fT@=r*@ (I11.7.15)

sonucuna vanlir. (IT1.7.15) bagmtisina gdre, kompleks f(r) fonksiyonu bir HER-
MiTsel operator degildir.

Eger 6zel halde f(r) fonksiyvonu reel ise,
f*({@ =f(r) igin : ) = f(r) (I11.7.15a)

sonucuna varilir. Yéni, koordinatlarin f(r) seklindeki bir reel fonksiyonu bir
HERMITsel operatordiir. Gergekten, bu 6zel hal icin (I11.7.12) bagntisi

S =f@) igin : @)y = fD* (11.7.12a)
seklini alir ve bu da f* (r) = f(r) sonucunu gene verir. Ote yandan, bu &zel
hilin kapsamina giren r yer vektorili ve x, y, z kartezyen koordinatlar1 birer
HERMIiTsel operatérdiir :

r"=r; xT=x, y =y 2t =7z (I11.7.16)
(I11.6.8) bagintisina gére
AT = A4 igin : (A"t = A" 1.7.17)

sonucuna varilir. #=2 igin (I11.7.17) bagintisin1 uygulayarak (I1.7.11) ve (IT1.7.11a)
bagintilarindan

(Pt =p?, (P2)" = pi, (p?)t = p? (I11.7.18)
elde edilir. Ote yandan
2 2
p-p=p=p+r+r, T=§;=v—§;w
oldugu igin
(Pt =p?, T =T (I11.7.19)

sonuglarina variler. Yani, kinetik enerji operatérii. HERMiTseldir. (I11.7.15a)
bagntisima goére de

Vi) =V@) isin:  Vr@E) = V@ (I11.7.20)

elde edilir. Yéni, potansiyel enerji fonksiyonu reelse potansiyel enerji operatdrii
HERMITseldir. HAMILTON operatorii

pz
H=T+V="—+V(@
2m

seklinde oldugundan, (111.7.19) ve (I11.7.20) bagmntilarindan
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V@)= V(@) igin: H*=H (II1.7.21)

sonucuna vanhr. Yani, potansiyel enerji reelse HAMILTON operatoris HERMIT-
seldir.

(I11.6.6) bagintist
(A4B)* = Bt A+
oldugunu gdsteriyordu. Buna gére
At =A, BT* =B iin: (AB)yt = B4 (I11.7.22)

elde edilir. Yani, A4 ve B operatérleri HERMITsel olsalar bile 4B ¢arpim opera-
térii HERMITsel olmayabilir. Eger 4 ve B HERMIiTsel operatérleri aym za-
manda komiitatif iseler, ancak o zaman 4B ¢arpim operatorii de HERMITseldir:

A*=A, B*—B, AB=BA iin:  (AB)* = AB (IIL7.23)
Ote yandan,

L=r><p=-ﬁ.—r><V
i

bagintist ile tanimlanan yoériinge agisal momentumu vektér operatSriiniin

L,=xp,—yp, (111.7.24)

seklindeki iiglincii kartezyen bilegeninin birinci ve ikinci terimlerindeki opera-
torlerin ¢arpimlart (1.8.7) bagintisina gére komiitatiftir :

x.py:'pyxi ypxszy

Boylece, (I11.7.24) bagintismin her iki yammn HERMITsel eslenigini alarak ve
sonra da (II1.7.23) bagintisim uygulayarak

Ly =0(p) —(p)t =xp, —yp. =1L, (IIL.7.25)
sonucuna varihr. Yani, L, bir HERMITsel operatdrdiir. Benzer sekilde,
Lt =1L,, L: =1L,; Lt =L (IT1.7.25a)
bagintilan1 da gegerlidir.

(IIL.8) ANTI-HERMITSEL OPERATORLER

Bir A lineer operatdrii

At =— 4 (I1L.8.1)

bagintisim gergekliyorsa, o lineer operatére ati-HERMITsel operator adi verilir.
(111.8.1) tamm bagmtisimn her iki yanmn beklenen degeri alimirsa
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(AT = — (4D (111.8.2)
bulunur. Ote yandan, (I11.6.4) bagmtisina gére

(AT) = (A)*
oldugundan, (IT1.8.2) bagintisinda yerine yazarak

(A = — (A (11.8.3)
elde edilir. B&ylece, bir anti-HERMITsel operatdriin beklenen degeri bir saf
imajiner sayidir, Ozel halde, (4) = i = y/— 1 olabilir ve i* = — i oldugundan

(I11.8.3) bagintis1 gerceklenir.
(111.6.2b) ile verilen

[wrarv,do= [y, 4%yt ds

seklindeki HERMiTsel esienigin tamim bagintisinda 4 = i yazilirsa

f yEity,, dv = f v, i*yEdz (111.8.4)
veya
i j yiy, de = i* f vEy, do (11.8.42)
veya
it =i* (I11.8.5)
elde edilir. i* = — i oldugu hatirlanirsa
it=—i (111.8.6)

sonucuna varilir, O halde, (111.8.1) tanim bagintisina gére 7 bir anti-HERMiTsel
operatdrdiir.

(I0L.6.1) ile verilen 4 operatériiniin HERMIiTsel esleniginin tanim: baginti-
sini yazahm :
W,, 47 v,) =V, ¥,) =W,, AV,)* (I11.8.7)

(I11.8.7) bagintisinda A operatéril yerine B operatdrinii yazahm ve m ve n indis-
lerinin yerlerini degistirelim :

,,B vy,)=Bv,,v,) =, By,)* (IT1.8.72)
bulunur, (II1.8.7a) bagmtisiun kompleks eslenigi alnirsa
v,, By, )=@B%vy,,v,)=(,,BTv)* (111.8.8)
elde edilir. Eger (II1.8.8) bagntisinda
B= 4%

yazilirsa
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W, 47 y,) =4 v,.y,] (I11.8.9)

elde edilir. (111.8.9) bafintisi (II1.8.7) bagmtis1 ile karsilagtinbirsa, v, ve w,
vektorleri keyfi oldufundan

(47yr =4 (111.8.10)

sonucuna varilr,

C herhangi bir lineer operatér olduguna gére
C= é— (C+CH+ ~—;— (C—ChH (I1.8.11)
6zdesligi yazilabilir. Eger
A= %(C + C*), D= %(C — C1) (I11.8.12)

bagintilar ile 4 ve D lineer operatdrieri tanimmlantrsa ve (I111.8.10) bagintisina
gore

(CH*=C (111.8.10a)
yazilirsa, (I11.8.12) bagmtilarindan
AT =-;-[c+ + (CH)*] =%(c+ L) =4
D’fﬂ—}—[C+ —(CH)F= -1-(C”r — ()= ———I—(C—- Cty=—D
2 2 2
veya
At =4, D =—-D (111.8.13»
elde edilir. (I11.8.12) bagmntilar (I11.8.11) bagintisinda yerlerine yazilirsa
C=A44+D (111.8.14)

bulunur. (II1.8.13) ve (I11.8.14) bagintilarina gdre, herhangi bir C lineer opera-
téri, bir A HERMITsel operatérii ile bir D anti-HERMIiTsel operatériiniin top-
lamt olarak yazilabilir. (II1.8.13) bagintilarin1 g6z 6niinde bulundurarak (II11.8.14)
bagitistnin her iki yanimn HERMIiTsel eslenegi ahinirsa

Ct=4-D (I1L.8.15)
bulunur.
(111.8.6) ve (II1.8.13) bag&ntilart kullanmilirsa ve eger
iD = Di
olduguna dikkat edilirse, (II1.6.6) kurahna gore
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(iDyt =it DY = — i(—=D)=iD (111.8.16)
bulunur. Ote yandan,
—i=1fi
olduguna dikkat edilirse, (II1.8.16) bagintisindan
(—iD)* = —iD
ve bdylece
(—?)Jr = ? (I11.8.17)

elde edilir. (I11.8.16) ve (II1.8.17) baZntilarina gire, D operatdrii anti-HER-
MiTsel ise, iD ve D/i operatorleri HERMIiTseldir.

B=D|i= —iD (IIL.8.18)

bagntist ile B operatdrii tammlanirsa, (II1.8.17) bagmtismin yardima ile (111.8.13)
bagmtilari

AT = A, Bt = B (111.8.19)
sekillerini alirlar. Ote yandan, (I11.8.18) bagmtisindan
D=iB (111.8.18a)
yazilabilir ve bdylece (II11.8.14) ve (II1.8.15) bagintilar:
C=4+4iB (111.8.20)
ve
Ctr=C—1iB (111.8.21)

sekillerini alirlar.

Kuvantum mekaniginde iki HERMITsel operatériin komiitatorii gok kulla-
nihr,

At =4, B =B
olmak iizere
[4, Bl = AB — BA
komiitatér operatoriiniin HERMIiTsel eglenigini alalim :
[4, B]Y = (AB)" — (BA)" = BA — AB = — [A, B} (111.8.22)

bulunur. Yani, iki HERMITsel operatériin komiitatorii bir anti-HERMiTsel
operatoriidiir, O halde, (I11.8.16) bagintisina gore i[4, B] operatdrii HERMIT-
seldir. Ote yandan, (I11.3.20) bagintisinin, yani, keyfi 4 operatérii i¢in 7 birim
operatdriniin
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Al =T4=A
seklindeki tanim bagintissmin HERMITsel eslenigi alimirsa
ITAY = AT It = 47

bulunur. Bu son baginti yukardaki tanim bagintisi ile karsilastinlarsa I+t =1
sonucuna varilir. Yéni, birim operator bir HERMITsel operatérdiir.

Kuvantum mekaniginde kullamian biitiin denklemler, ya HERMIiTsel ope-
ratérler arasindaki bagintilar seklindedir, ya da bu operatdrlerin bir v dalga
fonksiyonu iizerindeki iglemleri arasmdaki bagmtilar seklindedir. HERMITsel
operatorler arasindaki bir denklemin her iki yam1 da ya HERMiIiTsel, ya da
anti-HERMIiTsel olmahdir. Ornegin, (1.8.3) bagintis1 ile verilen

Ix,p,) = it (111.8.23)

denkleminin sol yan1 x ve p HERMITsel operatérlerinin komiitatérii oldugundan
anti-HERMiTseldir. Denklemin sag yam ise, I HERMIiTsel operatdrii ile i nin
carpimindan ibaret oldugu icin gene anti-HERMITseldir.

Bir keyft C operatdriiniin ve bu operatériin C* HERMITsel esleniginin 4
ve B HERMITsel operatorleri cinsinden (I11.8.20) ve (I11.8.21) bagintilarinda
gosterildigi sekillerde yazilmast ile, bir z kompleks sayisimin ve bu kompleks sa-
yinn z* kompleks esleniginin x ve y reel sayilar cinsinden

z=x+4 iy, ¥ =x —iy

sekillerinde yazilmas: arasinda tam bir benzerlik vardir. x ve y reel sayilan ko-
miitatif oldugu héalde, 4 ve B operatorleri genel halde komiitatif olmadid igin,
O6rnegin bir kompleks saymin modilliiniin karesini veren

|z2=zz* = 2%z = (x + i) (y — iy) = x2 4 )2

reel ifadesi ile bunun operatdrier i¢in olan karsihgi tamamen egdeger degildir.
Once C ve C* operatdrleri komiitatif degildir :

CCt = C*+C
Bununla beraber, bu ¢arpmmlar ayn ayn HERMITseldir :
(CCHyt = CC*H, CCtOt=CtC (I11.8.24)

Ote yandan,

(A + iB)(A — iB) = A* + B? + i(BA — AB)
ve

(A — iB)(A + iB) = A* + B 4 i(4B — BA)

bagintilarindan &tiiri



ANTI-HERMITSEL OPERATORLER » 143

CCt = 4% 4 B* — i[A, B] (I11.8.25a)
CtC= 4%+ B>+ i[4, B] (111.8.25b)

sonuglarna varnlir. CC+ ve Ct C HERMITsel operatérieri 42 + B? ye esit ol-
mayip, bunlart farkh kilan = /[4, B] ek terimlerine sadhiptir. Siiphesiz 42, B2
ve i[A, B] HERMITseldir.

A ve B herhangi iki lineer operatér olduguna goére
[A, Bl, = AB + BA (111.8.26)

bagintis1 ile tammlanan lineer operatdre antikomiitatér adi verilir. Eger 4 ve B
operatérleri HERMITsel ise

[4, Bl = (AB)Y" + (BA)" = BA -+ AB = [A4, B, (111.8.27)
bulunur. Yani, iki HERMIiTse! operatériin antikomiitatérii bir HERMIiTsel
operatdrdiir. ki HERMiTsel vektor operatdriin skaler ¢arpimimn HERMiTsel
eslenigi

(P'Q)Z(PxQx)+ +(PyQy)+ +(P2Qz)+ 1..QJI:‘}),‘t + QyPy+ QZPZ=Q'P
oldugundan, P.Q HERMIiTsel degildir. Fakat
P.Q+Q.PHFr=Q.P+P.Q (111.8.28)

ifAdesi HERMIiTseldir ve kartezyen bilesenler arasindaki iic antikomiitatdriin
toplamina esittir :

P.Q+Q.P=[P,,Q], +[P,, 0], +[P,,0), (l8.28a)

Antikomiitatorlerin HERMITselliginin bir uygulamasi olarak, momentum vek-
tor operatoriiniin (1.12.1) bagintis: ile tammlanan radyal bileseni incelenebilir.

1
P = (—'1 p+p -i) (II1.8.29)
2 \r r
tamim bagintisindaki r/r vektdriiniin kartezyen bilesenleri
xe,+ye, +ze,
VE+ 7+ 7

seklinde kartezyen koordinatlarin reel fonksiyonlar1 olduklarindan, (IIL.7.15a)
kuralina gore

=

(111.8.30)

r
F

( i)+ =L (I11.8.302)

r r
yazilabilir ve boylece (I111.8.28) bagmtisinin bir uygulamasi olmak iizere
pr=p, (I11.8.31)

sonucuna varilir,
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(II1.9) IHTIMALIN KORUNUMU VE HAMILTON OPERATORUNUN
HERMITSELLIGI

y(r,t) dalga fonksiyonu cinsirden ihtimal yogunlugu

P,y=iv@E,)=vy*r,)y@,?) (I1L9.1)

seklindeki (1.5.8) bagintis1 ile tanimlanmisti. P(r, z) fonksiyonunun biitiin iig
boyutlu uzay lizerinden alinan integrali zamanin bir fonksiyonu olur. $imdi bu
fonksiyonun zamana gore tlirevini alalm :

d d 3
— | P(r,t)ydt=— *yde= | — W y)d
d;f(r)szf‘""’T far(ww)r

d y* v
—_ Pdr = — Fy* 1 111.9.2
< z f (w Ly at) . (I11.9.2)

elde edilir. Ote yandan, zamana bagh SCHRODINGER denklemi (1.7.8) baginti-
sitna gore

veya

ih aa—“; = Hy (I11.9.3)

seklindedir. Burada H, HAMILTON operatdriidiir. (I11.9.3) denkleminden gy /3¢
¢Oziilirse

v i
— = ——Hy 11.9.3a
at #i a )
elde edilir. Bu denklemin her iki yanmin kompleks eslenigi alimirsa
ay* A
= — H*y* 1.9.3b
ot #i a )
bulunur. (I11.9.3a) ve (111.93b) bagintilan (111.9.2) bagintisinda yerlerine yazilirsa
% Pdt = —;— f (y H* y* — y* Hy)dr (I11.9.4)

elde edilir. (II1.6.3) bagintisina gore, H operatdriniin " HERMiTsel esleni-
ginin tamm bagintis

(v, Hy)* = (v, H" y) (I11.9.5a)
veya

( f v* Hy d«.—)* = _[ v H* y* dv = f y*Htyd:  (IIL9.5b)

seklindedir. (I11.9.5b) bagintisi, (111.9.4) bagmtisinda sag taraftaki birinci integ-
ralin yerine yazlirsa
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:tde-r—-—f(\p*H*"w y* Hy)dx
veya
d +
v Pd-:=-—fl|1*(H — H)yvyds (I11.9.6)

sonucuna varilir, Eger ihtimal korunuyorsa

f Pdv—1, di f Pdt =0 (IT1.9.72)
!

olmalidir. O hélde, y keyfi oldugundan
H*=H (I11.9.7b)

elde edilir. Tersine, eger (1I1.9.7b) sart1 gerceklesiyorsa (II1.9.6) bagintisinda ye-
rine yazarak (I11.9.7a) bagintis: elde edilir. Goriiliiyor ki, ihtimilin korunmasi
igin gerek ve yeter sart HAMILTON operatoriiniin HERMITsel olmasidir.
(I11.7.21) bagmtisina gére de HAMILTON operatoriiniin HERMITsel olabilmesi
igin gerek ve yeter gart potansiyel enerji fonksiyonunun reel olmasidir. Cekirdek fi-
ziginde bir pargacifin bir ¢ekirdek tarafindan yutulmasina ait tesir kesitini hesap-
lamak i¢in kompleks potansiyel enerji fonksiyonu kullanilir. (Bak. Cetin CAN-
SOY, Teorik Fizik Dersleri Cid 10: CEKIRDEK TEORISI, Sayfa: 161).

(IIL.10) BIR OPERATORUN BEKLENEN DEGERININ ZAMANA GORE
TUREVI ICIN GENEL FORMUL

Herhangi bir A lineer operatdriiniin beklenen degeri (1I1.5.6) bagintisina gore

4> = (y, Ay) = f y* Ay dv (I11.10.1)

seklindedir. Burada y (r, 7) dalga fonksiyonu zamana da baghdir. O hélde, {4)
beklenen degeri zamanin bir fonkstyonudur. Ayrica, genel hilde 4 operatSriiniin
kendisi de zamamn bir acik fonksiyvonudur. {A4)> beklenen degerinin zamana
gore tiirevini hesaplamak iizere (II1.10.1) bagntisinin her iki yamnin tiirevi ali-
nirsa

d d
— A = | = (y* Ay) d
dt< % fat( )

veya

d y*
Z A = A * 4 dx T wd 111.10.2
dt<> f(a v+ v a) +f\v vy dr ( )
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elde edilir. Burada 94/3¢, A operatdriiniin zamana agik olarak bagh oldugunu
gostermektedir. Ote yandan, zamana baghh SCHRODINGER denkleminden elde
edilen (I11.9.3a) ve (111.9.3b) bagintilars (II1.10.2) bagintisinda yerlerine yazihirsa

% (4> = % f [(H* y*) (Ay) — y* 4 Hy]dx + f y* %‘; ydr (IIL10.3)

bulunur. Eger sag taraftaki birinci integralde

® = Ay (I11.10.4a)
yazilirsa bu integral

/ (H* y*) Ay dt = _[ (H* y*) @ dt = _/' O H*y*dv  (UL10.4b)
seklini alir. H operatdriiniin HERMITsel eslenigi (II1.6.2b) bagintisina gore
f O H* y* dv = f v* H* @ dr (IT1.10.4<)

bagmntisi ile tammlanabilir. (II1.10.42), (I11.10.4b) ve (II1.10.4¢) bagmtlarn karsi-
lagtirihrsa

f (H* y*) Ay dv = f v* H* Ay dv (111.10.5)

elde edilir. (I11.10.5) bagintis1 (I11.10.3) bagintisinda yerine yazilirsa

i<A>——-if(w*H+Aw-w*AHw)dr+fw* 04 v ax
dt P ot
veya
d ; . 94
=< ——-—ﬁ—f\p* (H A——AH)\pd-r-{—f\v* o v de (111.10.6)

sonucuna vanlir. H operatdriinin HERMITsel olmas: gerektigi icin (I11.10.6)
bagintisi, HT = H yazarak,

—;"t_‘(@z%fw* (HA—AH)\.;d-c+f\p*%wdr (T11.10.7)

bagintisina indirgenir. (III.10.7) bagintisi, beklenen deger tammina gore, yalniz
beklenen degerler cinsinden

d H 94
Sk =— aial 10.
dt<> p ([H, A]>+< ar> (111.10.8)

seklinde de yazlabilir.
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(IIL.11) KUVANTUM MEKANIGINDE KULLANILAN KOMUTATORLER-
LE ILGILI BAGINTILAR

Koordinatlann f(r) = f(x, y, z) seklindeki bir reel fonksiyonunun bir HER-
MiTsel operatdr oldugunu gbrmiigtiik. ((II1.7.15a) bagintisina bakimz). Simdi
[f(®), p,] komiitatérinil hesaplayacagiz. y{r) keyfi bir dalga fonksivonu oldu-
guna gore, fp, carpim operatdriniin y fonksiyonuna etkisi

.y 0
foy=—inft
ax
seklindedir. p, f carpim operatSriiniin y fonksiyonu iizerindeki etkisi ise

P fY=—ih o (fw) n’z(f ax + o \v)

seklindedir. Bu iki bagintt taraf tarafa g¢tkarilirsa
af

(fpe—pP)v=ili—vy (III.11.1)
ax
elde edilir. y keyfi oldugu igin (II1.11.1) bagintisindan
£, p] = fp, = p.f = it g—f (IL11.2)
sonucuna varihr, f(r) = f(x) = x" 6zel hali i¢in (I111.11.2) bagintist
[x",pl=ihnx"" (I11.11.3)

seklini alir.

Simdi {4", B] seklindeki komiitatérlerin hesaplanmasim saglayan bir teorem
ispatlayacagiz

TEOREM : A[A4, B]=[A4, B] 4 ise, [A", Bl =n A"1[A4, B] bagmtisi dog-
rudur.
Bu teoremi matematiksel tiimevarim metodu ile ispatlayabiliriz. n = 1 igin,
A° = I oldugundan, [4, B] = [4, B] bulunur ve teorem dogrudur. Simdi de teo-
remin n~>n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edip # ig¢in dogru oldugunu ispatla-
maliyiz. O hilde
A" Bl=(m—1)A"2%[4, B] (11.11.4)
bagintistnin dogru oldugunu kabul ediyoruz. Ote yandan, (111.3.35a) baginusina
gore
{C4, B]= C[4, Bl + [C, B]4
yazilabilir. Eger bu bagintida C = A" yazilirsa
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(A" A, B] = A" [4, B] + [4™, B] 4 (UL11.5)
butunur. (I11.3.27a) baZintisma gore
A"t 4 =A"

olduguna dikkat edilirse ve (II1.11.4) bagintis1 (II1.11.5) bagintisinda yerine ya-
zilirsa

(4" Bl= A" (4, Bl 4 (a — 1) 4" [4 Bl 4 ALRRTY
elde edilir. Ote yandan
[A,B] A =A[A,B}, A"24=4""
oldugu igin
[A" , Bl = A""1[4, Bl + (n — 1) A" [4, B]
veya
{4", B} =n A" [A, B] dAI.11.7)

sonucuna varibhr, Bu teoremin [4, B] A = A [A, B] genel héli i¢in problem IIL.1.
e bakiniz.

(I11.11.7) bagmtist ile verilen teoremin ilk uygulamasi olarak 4=x ve B=p,
segelim,
tx,p1=i#4l, xI = Ix
oldugu igin
x[x, pJ =[x, p,]x

bagintist dogrudur ve teoremin hipotez kism gergeklesir. O halde, (II1.11.7)
bagintisindan

[x*, p,] =nx""[xp,]
elde edilir ve boylece
[x*,p,)=ifinx"" ({I1.11.3)
bagintis1 tekrar bulunur.

S6z konusu teoremin ¢ok kullanilan bagka bir uygulamasi A=p, ve B=x
secilerek eide edilir.

fi
[px’x]:TL PxI=IPx
oldugu igin
P.lp,,x1=1I[p,,x]p,

bagintis1 dogrudur ve teoremin hipotez kismt gerceklesir. O hilde, (II1.11.7)
bagintisindan
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[(p?, x]=np—{p,, x]
elde edilir ve boylece

A
[Pz, x] = i !

sonucuna variir.

(1IL12) EHRENFEST TEOREMIi

Kiasik mekanikte pargacigin hareketini belirleyen iki temel baginti

dr d
= a= "
veyd bu bagintilarin x ekseninin lizerindeki izdiigiimleri olan
dx p, dp, av
@ m d ax

bagintilari, kuvantum mekaniginde de (IT1.10.8) ile verilen

d i 84
L4y =—([H, 4 bl
dt<> ﬁ<[ ]>+<ar>

(I11.11.8)

(IIL.12.1)

bagintistnin yardim ile x, p,. ve 3¥/dx operatorlerinin beklenen degerleri cinsin-

den elde edilebilir.

A = x igin (I11.12.1) bagmtisi, gx/af = 0 olduguna dikkat edilirse

d ]
~—<x) =—«[H, x
o (x> p <[ P
seklinde yazilabilir. Ote yandan,
2
H= i + V{r)
2m
oldugu igin
1
[Hs x] = - [pz ’ x] 4‘ [Vr x]
2m

bulunur.
[V,x]=Vx—xV=0
ve
p=p+p+
oldugu i¢in (II1.3.34a) bagintismin yardim ile

(111.12.2)
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1
[H, x] = Ew (P2, x1+ [P2 , x] + (P2, x]) (I111.12.3)
yazilabilir. (II1.3.35a) bagintisina gére yazilan
[CA, B] = C[4, B] + [C, B]A4 (111.12.4a)
bagintist C = A4 igin
[4%2,B) = A[4,B] + [4, Bl A (IIL.12.4b)

seklini alir. (1.8.4) ve (1.8.7) bagintilarina gére
fi
[px’x]z-i_’ [Py,x]=[pz,X]=0

oldugundan, (II1.12.4b) bagintisina gore

fi
(2, x] = p, [pe> X1+ [py, X1 2 = 221 (II1.12.52)
[pi’x]=py[py’x]+[py)x].pym0 (III'12'5b)
(2. x1=p,lp,,x] + [p,,x]p, =0 (I11.12.5¢)

elde edilir. (I11.12.5a) bagmtisi, (II1.11.8) bagintisindan # = 2 yazilarak da elde
edilebilirdi. (I11.12.5a), (I11.12.5b) ve (II1.12.5¢) bagintilar: (111.12.3) bagintisinda
yerlerine yazilirsa

1
Hx]=——2ltp =B Px (I1.12.6a)
2m i i m
ve boylece
L, gy = P2 (IIL.12.6b)
fi m

bulunur. (I11.12.6b) bagintisi (I111.12.2) bagintisinda yerine yazilirsa
oy = S22 (IIL12.7)
dt m

sonucuna varilir.

A = p, igin (T11.12.1) bagintisy, 3p./ot =0 olciuguna dikkat edilirse
d -
2 (py = —<[H,p,1) (I11.12.8)
dr f

seklinde yazilabilir. Ote yandan,
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1
[H,p]=—100,r,1-+1V,p,] (I11.12.9)
2m

ve

[p29px]=[pi$px] + [pjz,’px] + [pi,px] (III.].2.].0)
yazilabilir. (IT1.12.10) bagmtisindan,

PAp,=p,p:=rp, Pip.=p. P2, PP, =p.p?

oldugu igin,

[P?.,p]=0 (111.12.10a)
bulunur. (I11.11.2) bagmtisinda f(xr) = V(r) yazilirsa
V,p.l= in 2l (I11.12.11)
ax

elde edilir. (I11.12.10a) ve (II1.12.11) bagntilann (II1.12.9) bagintisinda yerlerine
yazilirsa

[H,p,] = in 2L (I11.12.12a)
ax
ve bdylece
= ([H,p]) = — <ﬂ> (TIL.12.12b)
A ox
bulunur. (I11.12.12b) bagintist (I11.12.8) bagintisinda yerine yazilirsa
d 14
— y=—{— I.12.13
o) < > > (IL12.13)

sonucuna varilir.

(I11.12.7) ve (1i1.12.13) bagintilari, klasik mekanikte pargacifin hareketini
belirleyen iki temel bagintinin kuvantum mekaniginde de beklenen degerler cin-
sinden dogru oldugunu géstermektedir. Bu sonuca EHRENFEST teoremi adi
verilir.

(I11.13) SCHWARTZ ESITSIZLiGI

Kuvantum mekaniginde belirsizlik ilkesinin genel ifidesinin elde edilmesin-
de kullanilan SCHWARTZ egitsizligini ispatlayacagiz.

J(r) ve g(r) koordinatlarin herhangi iki kompleks fonksiyonu olsun. Bu fonk-
siyonlarm skaler ¢arpimlar
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e=(f.N)=[IfPde, B=(@.8)=[lgldr (IL13.1a)
v=(f.0" =(.N)=[g*fir (IIL13.1b)

sekillerindedir. Sliphesiz a ve § reel ve pozitif, v ise kompleks sibitlerdir. Ote
yandan,

f IBf—vglPdt =0 (111.13.2)
esitsizligi dgikar olarak her zaman dogrudur. Buradaki esitlik hali ise, A bir komp-
leks sdbit olmak iizere g = A f i¢in gegerlidir. Gergekten,

g=>Af Kin: B=|1|a, Yy=23iA%a (I11.13.3a)
oldugundan
g=Afigin: |Bf—ygl =] |Afaf—2r*arfP=0  (IL13.3b)
sonucuna varilir.
Ote yandan,
IBf —vgP=BS — vy Bf* —v*g")
=B ISP+ 1vPlgP ~Bre*f—BrSf*e
oldugundan, (111.13.2) bagintis1 ‘
B [IfPds +1v7 [1gde —~ By [g*fdx—py [fredrz 0 (IL132a)

seklini alir. (II[.13.1a) ve (II1.13.1b) bagntilan (I11.13.2a) bagmtisinda yerierine
yazihirsa

B2a+ [YI’B—By*y—Byy*=0

veya
BB — (v =0 (AI1.13.4)
elde edilir. p > 0 oldugu igin (1I1.13.4) bagintis1
afd = |yi? (111.13.4a)

seklini alir. (IT1.13.1a) ve (II1.13.1b) bagintlan (I11.13.4a) bagintisinda yerlerine
yazilirsa

(N =1 (I11.13.5a)

(flflzdr) (flglzdr) z ff*gd‘r {2 (I11.13.5b)

sonucuna varilir. (I11.13.5a) veyd (II1.13.5b) bagintisma SCHWARTZ esitsizligi
adi verilir. Buradaki esit isareti g = A f 6zel hiline tekabiil eder.

veya
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(II1.14) HEISENBERG BELIRSIZLIK ILKESININ EN GENEL IFADESH

Kuvantum mekaniginde bir 4 dinamik degiskeni aym harf ile gésterilen bir
A HERMITsel operatérii ile temsil edilir. 4 dinamik degigkeni, kendisini temsil
eden lineer operatdriin reel bir say1 olan

Www =1 (D= Ay=[y*dyds

seklindeki beklenen degeri ile Olgiiliir. 4 dinamik degigkeninin {(4) beklenen
degerindeki AA ile gosterilen belirsizlik

(BAY = (4 = <> = [v* (4 — (P yde  (ILI4D)
bagintis1 ile tanimlanir. Kisalima amac ile
P=A— {4 (I11.14.2)
HERMITsel operatdril tanimlamrsa (111.14.1) bagintis:
(A4 = (P*y = (y, P2 y) (T11.14.1a)

seklini alir, Efer
f= Py (111.14.3)

bagntist ile f fonksiyonu tammlamrsa, (IT1.7.2) HERMiTsellik bagintisinin yar-
dim ile

(AP = (P = (v, P)=(f,Py)*=(Py,f/)=(ff) (L1449

sonucuna varihr. Ikinci bir B dinamik degiskeni icin yukardaki hesaplar tekrar-
lanrsa,

Q=B— (B (111.14.5)
Ve

g=0vy (111.14.6)
tamim bagintilarinin yardinu ile

(ABY =<Q% = (8,8 (I11.14.7)

bulunur. Simdi (I11.14.4) ve (1I1.14.7) bagintilarim taraf tarafa garpalim ve
(IIL.13.5a) ile verilen SCHWARTZ esitsizligini uygulayalim :

(AP ABP = (. @ z|(f.9F (1I1.14.8)

elde editir. Ote yandan, (I11.14.3) ve (II1.14.6) bagintilar1 ve P operatSriniin
HERMIiTsellik 6zelligi bir arada kullanihirsa

(f:8) = (Py,8) = (g, Py)* = (v, Pg) = (v, PQ ) = {PQ)
bulunur ve béylece (111.14.8) baZintisi
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(A4 (AB) = | (PQ) | (111.14.9)

seklini alir,
(I11.7.22) bagmtisina gore
Pr =P, Q*=0Q icin: (PQ)* =QP, (PQX*=(QP}
oldugunu biliyoruz. O hilde, DT = D ve C+ = C olmak iizere
1

PQ=D+iC | (T11.14.10a)
QP=D — i-;—- C (I11.14.10b)

bagintilann yazilabilir. Bu bagintilardan C ¢éziiliirse
C= i (PQ — OP) = -—1— [P, O] (I11.14.11)
i i

bulunur, (IT1.14.2) ve (I11.14.5) bagntilar taraf tarafa ¢arpilirsa
PQ = (4 — {4)) (B —<(B))
QP = (B —<(B)) (4 — {4))
veya
PQ=AB — (B) A — {4) B+ {4><B)
QP = BA — (A4) B —(B) 4 + {4) (B
elde edilir. Bu bagintilar taraf tarafa ¢ikarlirsa
PQ — QP = AB — BA, [P, Q] = [A, B] (I11.14.12)
sonucuna varthr, (I11.14.12) bagintis1 (J11.14.11) bagintisinda yerine yazihirsa

C = l [4, B] (IIL.14.13)
I

bulunur. Ote yandan, (I11.14.10a) ve (I11.14.10 b) bagintilarmm her iki yanlarmin
beklenen degerleri ahmirsa
(PO =<D) + i% (C) (I11.14.14a)

(QP)> = (D) — s% Oy (I11.14.14b)

bagmntilar1 bulunur. Bu bagintilardan
1
| <PQ) 2 ==[{QP) ? =<D>* + T{<C>2 (I1L.14.15)

elde edilir. (II1.14.15) bagmtist (I11.14.9) bagintisinda yerine yazlirsa
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(A (ABF 2 (DY + (Y 2 - (C"

bulunur. Burada ikinci esitlik igareti (D) =0 igin dogrudur. Baylece, Ad > 0
ve AB > 0 olmak fizere,

AABE 1O

veya (II1.14.13) bagmtisim kullanarak

Ad AB;%, <-!_—[A, B]>| (I1L.14.16)
i
sonucuna varhr, (I11.14.16) bagintiss HEISENBERG belirsizlik ilkesinin en genel
ifadesidir.

HEISENBERG belirsizlik ilkesinin en ¢ok kullamian iki 6zel gekli, x, p, ve
W, t kanonik eslenik dinamik degiskenlerine ait olanlandir. (1.8.3) ve (1.8.12)
bagintilarina gore

[x,p.]1=i#, [W,t1=i#

<% I, pr> — 4 <-:— w, :1> —

bagintilarn bulunur, Bu bagintilar (II1.14.16) genel bafintisinda yerine yazilirsa

oldugu igin

AxAp, = % fi (TI1.14.17a)
ve
AW AL = %ﬁ (111.14.17b)

sonuglarina varihr. Kiiresel korordinatlarda y6riinge acisal momentumu vektor
operatoriniin L, kartezyen bileseni (1.10.14) bagintisina gore

e
i d¢
seklindedir, L, dinamik degiskeninin kanonik eslenigi olan ¢ dénme agisi ile
olusturdugu komiitatér

L. 0l =2, <%[L,,<p]> —

H

bagmtlarim verdigi igin, (II1.14.16) genel bagntisinda yerine yazarak
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AL A = —;- 7i (II1.14.17c)

sonucuna vartlir. Ote yandan, (1.9.4) bagntisina gore
[L,,L]=1i#L,
oldugundan

1
<}" L, L,]) —H Ly
bagintis1 bulunur. Bu bagint1 (II1.14.16) gene! bagintisinda yerine yazihrsa
AL AL, = -:12— AREHY (111.14.18a)

sonucuna varihir. Eger {(L,> bekienen degeri, L, operatériniin (1.21.3) sayil
L, Ym®,0)=#omY,(®9)

seklindeki 6zdeger bagmntisinda bulunan Y, 6zfonksiyonlart cinsinden hesap-
lanirsa

<L,>=/_[Y;*,,,L, Y,,,,dQ:ﬁm/fY?‘m Vi dQ=hm

(4m) (4n)
elde edilir. Bu sonug (111.14.18a) bagintisinda yerine yazlirsa

AL, AL, = —%hz | m| (II1.14.18b)
Is

sonucuna varilir,

(IIL.15) BELIRSIZLIK CARPIMININ EN KUCUK OLDUGU HAL

(I11.14.16) genel bagmtisindaki esitlik isaretinin gegerli oldugu hil, A4 AB
belirsizlik ¢arpiminmin en kii¢iik (minimum) oldugu haldir. Bu hilin gercekles-
mesi igin

(D=0 (II.15.1a)
ve g = Af veyd
Oy = APy (I1.15.1b)

sartlari saglanmalidir. (IIT.15.1a) sartimin saglanmasimnin sonucu olarak, (I111.14.14a)
ve (I11.14.14b) bagintilan

CPO> = — (QP) = i-;— o (IIL.15.2)

sekillerini alir, Ote yandan, (IT1.15.1b) bagmtisim kullanarak
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(PO> = (v, POW) =LA (y, PPy) =L (P (IT1.15.3a)
ve

QP> = (v, QPVy) = —;— (v, P*y) = -;— <@ (111.15.3b)

bagintilart bulunur. (I1L.14.1a) ve (111.14.7) bagmntilar, (I11.15.3a), (I11.15.3b)
ve (II1.15.2) bagmtilar ile kargilastirilirsa

(Ad) = (P?5 = - (PO> = ¢C> (IT1.15.42)
A 23
ve
(AB) = (0® = A{(QP) = — i;- <5} (II1.15.4b)
sonuglarina vanlhr. (II1.14.13) bagintisina goére
iC = [A, B] (111.15.4¢)
oldugu icin (II1.15.4a) ve (II1.15.4b) bagintilar
(A4R = —— ({4, BD (TIL.15.5a)
25
ve

(AB)? = — -g— {4, B} (II1.15.5b)

sekillerini alirlar. Ote yandan, (II1.15.4a) ve (I11.15.4b) bagintilar1 taraf tarafa
carpilirsa

(AAY (ABY?: = -}1— (Cy?
veya

AAAB:-%—](CN

bulunur. (III.15.4c) bagintist bu son bagintida yerine yazihirsa

1 <i,[A,B]>
I

AAAB = —
2
sonucuna varlir. (II1.15.6) bagintist (I1.14.16) bagintisimin &zel halidir ve bu
6zel hal igin AA AB belirsizlik ¢carpinm en kiiiiktiir. Ote yandan bu &zel hal igin,
beklenen degerlerin hesaplanmasinda kullanillan y dalga fonksiyonu (I11.15.1b)
bagitisim1 gercekler. (I111.14.2) ve (I11.14.5) bagntilarimin yardum ile (II1.15.1b)
bagintist

(1I1.15.6)
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B—<(BHY=rAd—-{D)v (II1.15.7a)
seklinde yazilabilir. Buradaki A sayis1 (IIL.15.5a) bagntisindan
A= <4, B (I11.15.7b)
2(AAYy

seklinde ¢6ziilebilir,

ORNEK: 4 =x VE B=p, OZEL HALI ICIN y = y (x) FONKSIYO-
NUNUN BELIRLENMESI

Bu &zel hél igin
[x,p,]=1i#, Ax Ap, = %ﬁ

bagimtilart vardir. O halde, (II1.15.7a) bagintist

(p =PV =Alx —<{x)) ¥ (111.15.8a)
seklini alir. (ITI.15.7b) bagmtis1 da A w1
wo e i (II1.15.8b)

2(Ax)? 2 (Ax)?
seklinde verir. A y1 (II1.15.8a) bagintisinda yerine yazarak ve
_h 2

X .
i 9dx

oldugunu hatirlayarak y (x) dalga fonksiyonunu veren

h d it
— — —<p, = (x — {x I11.15.9
(;- - <p>)w rag (I1.15.9)
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki yam wy ile béliiniirse
1 £ dy ik
— o — — . = — (X — x
v i dr Px? 2(Ax)2( xp)
bulunur. Bu denklemin her iki yam if# ile ¢arpailirsa
1 d x —<x i
v dx 2 (Ax) h

elde edilir. Bu denklemin her iki yamt x e gore integre edilirse

Ly = P

Iny =
v 4 (Ax)y

i
+ P P>

veya
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(x —<x>)?
4 (Ax)*
sonucuna varihr, Bu bagmtidaki N integrasyon sébiti, y dalga fonksiyonunu

normlayarak hesaplanabilir.

v = Nexp [- + %( 2 x] (I11.15.10)

lWP =N exp | = Z D
2 (Ax)*
oldugundan
[lvpax=1

seklindeki normlama bagmntisi, @ = 1/2 (Ax)? yazarak
N? [ematem<eon dx — 1

——)

seklini alir. Belirli integralin cetvellerdeki degerini yazarak

Nz\/%-zl

veya
N2 = E _— __l__
T V2m (Ax)
bulunur. Bu sonu¢ (III.15.10) bagmmtisinda yerine yazilirsa
- (x —{xH)? i
x) = Rr(Ax)* ] exp| — —X4— 4+ —<p>x 1I1.15.11
v () = 2 (A9 p[ o] amisay

seklinde aranan dalga fonksiyonu bulunur. Bu dalga fonksiyonuna minimum be-
lirsizlige ait dalga paketi ad1 verilir.

(IIL16) BIR LINEER OPERATORUN OZDEGERLERI VE OZFONKSI-
YONLARI

Herhangi bir 4 dinamik degiskeninin {A4) beklenen degerindeki A4 belir-
sizhigi (I11.14.1) bagintist ile

(AAP = (A —{4>P> (111.16.1a)
seklinde tammlanmists. Bu baginti asagida gosterilen sekilde sidelestirilebilir :
(A4 =A? — 2{A) A +{4)%) = (4*) — 2{A) {4} + {4)?

ve boylece



160 » DINAMIK DEGISKENLER VE LINEER OPERATORLER

(AAY = A2 — (A>? (IIL.16.1b)

elde edilir.

Stiphesiz 4 dinamik degiskeninin Ol¢limiinti veren {A4)> beklenen degeri ve
bu olgimdeki belirsizlik, beklenen degerlerin hesaplanmasinda kullanilan y dal-
ga fonksiyonuna siki sikiya baglidir. v dalga fonksiyonuna, géz Sniine alinan
bir sistemin kuvantum hdlini belirleyen hdél fonksiyonu adi verilir, y dalga fonk-
siyonu AA belirsizligini sifir yapacak sekilde segilebilir. Bu 6zel halde (IIL.16.1b)
bagintisina gore

AA=0 igin: (A2 =(A>? (11.16.2)

elde edilir. (111.16.2) bagintis1 saglandifi zaman géz Oniine ahnan sistem, 4 di-
namik degiskeninin belirli oldugu bir ¥ kuvantum halindedir ve bu kuvantum
halinde A dinamik degigkeninin &lgiilebilir oldugn soylenir.

Kuvantum mekaniginde (II1.16.2) sartim1 saglayacak sekildeki w, dalga fonk-
siyonlarinin segimi

Ay, =% v, (111.16.3)

bagmusinin yardim ile yapihir. Bu bagintida A, bir sabittir. Eger (I111.16.3) ba-
Zintis1 saglanwrsa A, sibitine 4 operatdriiniin bir dzdegeri, ve y, fonksiyonuna
da A operatSriniin A, Ozdegerine ait bir dzfonksiyonu adi verilir. Ayrica,
(I11.16.3) bagntisina da 4 operatdrine ait dzdeger denklemi adi verilir. Paragraf
(I11.1) de y dalga fonksiyonunun HILBERT uzayma ait bir vektor olarak yo-
rumlanabilecegini gormiistiik. Bu bakimdan, ézdeger denklemindeki vy, fonksi-
yonuna A4 operatdriiniin A, ozdegerine ait bir dzveksérii adr da verilir. y, 6z-
fonksiyonlarn 4 operatériine ait kuvantum hgllerini belirler. (IT1.16.3) bagintisimn
her iki yanini soldan v, ile skaler olarak ¢arparsak

W, 4v,) =2, (v,,¥,) (111.16.4)

elde edilir. Ote yandan, 4 operatSriniin y, kuvantum haline gore beklenen
degeri

Ay = (W, Ay,

W, v
seklinde oldugundan
4y =4, (111.16.5)
sonucuna varilir. ¥, fonksiyonunun normlanmig oldugunu varsayiyoruz. O halde,
(v,,V¥,) =1, A=y, , Ay) = (4> (T11.16.5a)

yazilabilir. Ote yandan, (I11.16.3) bagmtisinin her iki yam soldan A ile ¢arpilirsa
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Az‘Vn:l’nAWn-_'lnonn

veya
Ay, =2y, (111.16.6)
elde edilir. Bu islem (II1.16.6) bagintis1 iizerinde & — 2 kere tekrar edilirse
Ak, = Ay, (I11.16.7)

sonucuna vanlir. (I11.16.6) ve (I11.16.7) bagintilarim soldan v, ile skaler olarak
carparsak
4D =,,A%y,) =12 (I11.16.8)
ve
ARy = (v, , AFy,) = Ak (II1.16.9)
bulunur. (II1.16.5) bagintisi, (II1.16.8) ve (II1.16.9) bagintilarinda yerlerine ya-
zilirsa
(A% ={4)? (I1.16.10)
ve
{A*Y = (A)H* (I1I1.16.11)

bagintilani elde edilir. (111.16.10) bagintisa (I111.16.2) bagintisinin aynidir. O halde,
herhangi bir A dinamik degigkeni, kendi 6zfonksiyonlarindan biri ile belirlenen bir
kuvantum hali igin belirlidir ve bu Gzfonksiyona ait olan &zdeger ile Slgiiliir.
Ayrica, (I11.4.2) bagintis1 ile tanimlanan

-]

f(4) = Z a, A (I1L.16.12)

k=0

seklindeki bir fonksiyon operatériiniin beklenen degeri

L

A=W, F AW =D a(v,, 4 y,)

P
seklinde yazilabildigi igin (I11.16.9) ve (111.16.11) bagntilarinin yardim ile

Sy = D a, (4> = > a (M)

k=0 k=0
bulunur. O hilde, (I11.16.12) bagmtisimn yardima ile

(f(A)) = F(K4)) (I11.16.13)

sonucuna varthir. Béylece eger vy, , 4 operatdriiniin bir 6zfonksiyonu ise, 4 nin
bir keyfi fonksiyonunun beklenen degeri, s6z konusu fonksiyonun 4 nin kendi
beklenen degeri igin aldifi degere esittir.
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(II.17) BIR HERMITSEL OPERATORUN OZDEGERLERI VE OZFONK-
SIYONLARI

Bir onceki paragrafta bir lineer operatérle temsil edilen bir dinamik degis-
kenin, s6z konusu operatdriin 6zdegerleri ile Sigiildiiglinii gérdiik. Kuvantum me-
kaniginde dinamik degiskenleri temsil icin HERMITsel operatérlerin kullamidig-
m biliyoruz. Asapida HERMITsel operatérierin dzdeBerleri ve 6zfonksiyonlart
hakkindaki bir teoreri ispatlayacagiz ¢

TEOREM : Bir HERMITsel operatoriin Szdegerleri reeldir ve farkh iki
dzdegerine ait §zfonksiyonlan diktir.

Bir HERMITsel operatriin 6zdegerinin reel oldugu (II1.16.5) bagintisimn
yardimu ile hemen ispatlanabilir. (II1.16.5) bagintisina gore, bir 4 operatériiniin
v, kuvantum halindeki beklenen degeri, v, Ozfonksiyonuna ait A, 6zdegerine
esittir :

(4> =21, (I11.17.1)

Ote yandan (I11.7.5) bagintisina gore, bir HERMITsel operatériin beklenen de-
geri reeldir :

(A>* =<4 (11.17.2)

(II11.17.1) bagintismin her iki yaninm kompleks eslenigi almrsa, (111.17.2) bagin-
tistnin  yardum ile

A =LA)* = (4> =], (I11.17.3)
sonucuna varilir, Yani, bir HERMITsel operatériin 6zdegeri reeldir.
A operatdriinfin farkh iki A, ve A, 6zdegerine ait 6zfonksiyonlan vy, ve
y, ise
Ay, = A, V,, (I11.17.4a)
ve
Ay, =2%,Vv, (II1.17.4b}

Szdeger denklemleri yazilabilir. (I11.17.4a) denklemini soldan v, ile ve (II1.17.4b)
denklemini de soldan v,, ile skaler olarak carpalim :

(‘l"n > A wm) == 1'm (\V,, ] wm) (III-]7.5&)
veE

W 4V,) =2, (¥, V) (I1I.17.5by
bulunur. (I1I.17.5b) bagintistun her iki yamnin kompleks eglenigini alarak
(“pm!A‘I’u * = l:(‘l“m’wa *
elde edilir. Ote yandan, (I11.6.1) ve (I11.1.3) bagintilarina goére
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W, Ay =0y, , AT v,), W s V¥ = (¥, , ¥,)
oldugu igin son bagnu

(W AT W) = A (v, , V,) (1I1.17.5¢)
seklini alir. (TII1.17.5a)ve (I11.17.5¢) bagmtilan taraf tarafa ¢ikarihisa
W, (A" —Dvy,)=QF —rA) (v, . v,) (111.17.6)

elde edilir. 4 operatdrii HERMiTsel oldugu igin (111.17.6) bagmtisinda A+ = 4
yazilarak

OF —2) W, ¥,) =0 (11L.17.7)
sonucuna varthr. m = » i¢in (II1.17.7) bagmtisi
Oy —2)(v,,¥v)=0 (111.17.8)
seklini alir ve bu bagintidan (I1I1.1.5a) bagmmtisimin yardimu ile yeniden
(V.s ¥,) >0, Ax =2, (111.17.3a)

sonucuna vanbr. Yani, bir HERMiTsel operatériin dzdegeri reeldir. (I11.17.7)
bagintistnda A} = A, yazilirsa

A, = A)(v,,v,)=0 (I11.17.9)
elde edilir. (II1.17.9) bagintisi, m # n olmak iizere
hw # Ay f6in: (¥, ¥,) =0 (T11.17.10)

sonucunu verir. Yani, bir HERMITsel operatériin farkh iki 6zdegerine ait 6z-
fonksiyonlan diktir.

Bir HERMITsel operatériin her bir 6zdegerine ait bir ve yalmz bir lineer
bagimsiz 6zfonksiyonu varsa, o operatériin soysuzlasmarmis oldugu séylenir. Aksi
hélde, bir HERMIiTsel operatériin belirli bir 8zdegerine ait birden fazla 6zfonk-
siyonu varsa, s0z konusu operatoriin o dzdeger icin soysuzlasmis oldugu sSylenir
ve ayrica, s6z konusu oOzdeSere de soysuzlagmis Gzdeger ady verilir. Paragraf
(I1.6) da hidrojen atomunun enerji 6zdegerlerinin soysuzlasmishg incelenmigti.
Bir HERMITsel operatoriin biitiin 6zfonksiyonlart normlanmugsa ve biitiin 6zde-
gerleri soysuzlagmamigsa, © operatdriin 6zfonksiyonlan bir orfonormal takim
olusturur. Bu Ozellik, ortonommallik bagmtisi ads verilen

Wy W) = 8, (111.17.11)
bagintis1 ile ifade edilir. (111.17.11) bagintisindan
m=n igin : W,,v,) =1
seklindeki normlama bagmntist ve
m # n igin : w,,vy,) =0

seklindeki diklik bagmtist elde edilir ve bu da (II1.17.10) bagmtisindan ibarettir.
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(I.18) iKi HERMITSEL OPERATORUN ORTAK OZFONKSIYONLARI

A ve B gibi iki dinamik degigkeni, veya bu dinamik degiskenleri temsil eden
4 ve B HERMITse! operatérierini goz 6niine alahm. 4 operatérii kendi A 6z-
degeri ile belirli olarak Olgiiliir ve bdylece A4 = 0 dir. Benzer sekilde, B ope-
ratorii de kendi p o6zdegeri ile ol¢iiliir ve bu kez AB=0 dir. 4 ve B opera-
torlerinin aym zamanda belirli olarak &lgiilebilmesi i¢in bu iki operatdriin ortak
Yzfonksiyonlara sdhip olmas: gerekir ve bu takdirde A4 AB = 0 olur. (II1.14.16)
ile verilen belirsizlik ilkesinin

AAAB%%! <%[A,B]> (I11.18.1)

seklindeki ifidesine gore [4, B] = 0 olmalduwr. iki operatériin ortak &zfonksi-
yonlara sdhip olabilmesi ile ilgili olarak asagidaki teoremi ispatlayacagiz :

TEOREM : [ki operatdriin ortak Szfonksiyonlara sahip olmasi igin gerek
ve yeter gart bu iki operatdriin komiitatif olmasidar.

Once sartin gerek oldugunu ispatlayalim. 4 ve B operatdrlerinin ortak 6z-
fonksiyonu v olsun. O hilde, bu iki operatdre ait 6zdeger denklemleri

Ay = Ay (111.18.2a)
ve

By =y (111.18.2b)

seklindedir. Burada 4 nmn y ye ait 6zdegeri A ve B nin y ye ait 6zdegeri de
u diir. (111.18.2a) denklemini soldan B ile ve (II1.18.2b) denklemini de soldan
A ile carpalim :

BAy=ABy=J3ipy
ABy =pdy=ply
bulunur. Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarilirsa
(AB— BAYy =20 (111.18.3)
elde edilir ve bdylece

AB = BA (I11.18.4)

sonucuna varilir. Yani, 4 ve B operatorleri ortak 6zfonksiyonlara sihipseler bu
operatdrlerin komditatif olmalan gerekir.

Simdi de sartin yeter oldugunu ispatlayacagiz. 4 operatoriiniin bir 6zdegeri
A ve bu Ozdegere ait 6zfonksiyonu y olsun. O hilde, 4 operatériine ait dzde-
ger denklemi
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Ay =iy (I11.18.5)
seklindedir. (II1.18.5) denklemini soldan B ile ¢arpalim :
BAy =\ By (111.18.6a)
bulunur. 4B = BA oldufuna gbre
ABvy = A By (I11.18.6b)
veya
By = o (111.18.6¢)
yazarak
AD = LD (II1.18.7)

elde edilir. Genel halde ® = O dir. (I11.18.5) ve (I11.18.7) bagntidarina gore,
y ve @ fonksiyonlarnn 4 operatdriiniin ayn1 A &zdeZerine ait Szfonksiyonlaridir.
Burada esas itibariyle farkli iki hal ortaya ¢ikiyor :

Birinci hdal: A Ozdegeri soysuzlagmamms ise, yani A Ozdegerine ait yalniz
bir kuvantum hali varsa, y ve ® 6zfonksiyonlart aym kuvantum halini géste-
riyor demektir. O hilde, ® ve y orantih olmalidir ve p bir sabit ¢arpan olmak
lizere

d=py (111.18.8)

yazilabilir. Gergekten, eger (II1.18.7) denileminde @ = p y yazilirsa, (111.18.5)
denklemi yeniden elde edilir. Eger (II1.18.8) bagintisi (I11.18.6¢) bagmntisinda ye-
rine yazlirsa

By =y (111.18.9)

sonucuna varilir. Béylece y fonksiyonu B operatdriiniin de bir 6zfonksiyonudur
ve bu operatdriin p dzdegerine aittir. Yani, 4 ve B operatdrleri komiitatifseler,
bunlarin y gibi ortak 6zfonksiyonlar1 vardir.

Tkinci hal: ) dzdegeri soysuzlagmig ise (111.18.8) bagintis1 yazilamaz. Ciin-
kii @ ve y artik farklh kuvantum héllerini gostermektedir. O hilde, teoremin
karsitinin ispat: olan (111.18.9) bagintis: da yazilamaz. En basit soysuzlagsma olan
iki katl soysuzlagma 6zel hili icin teoremi ispatlayacagiz. O hélde, (I11.18.5) ba-
Stisinin yerine

Ay, =27y, Ay, =2y,
bagmtilart yazilabilir. Soysuzlagmanin geregi olarak vy, ve y, lineer bagimsiz
Szfonksiyonlar oldugu icin, ¢, ve ¢, keyfi sdbitlerinin yardimi ile bu &zfonksi-
yoniarin

V=W T oW, (111.18.10)

seklindeki bir lineer toplamint alabiliriz. 4 operatoriiniin lineerlik §zellidinden
oturi
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Ay +aqy)=c Ay, +dy,=chy, + o y, =My, + 6, 9)
veya
Ay = Ay (I11.18.5a)
sonucuna varihr. ¢, ve ¢, keyfi katsayilani dyle secilebilir ki (111.18.9) bagmtis1
gene gergeklesir. O hidlde, (I11.18.10) bagmtisi (IT1.18.9) denkleminde yerine ya-
zilabilir ve
¢ By, +o, By, =u(q v+ 6y (II.18.11)
elde edilir. Ote yandan, (T11.18.11) bagintis1 soldan y, ve vy, ile ayn ayn skaler
olarak carpilirsa ve sonra da
Bu = (\Vl , B ‘-1’1)’ B;z = (\VI , B \Vg)
By = (y,, By, By =y, By)
yazilirsa ve ayrica ¢, ve ¢, nin keyfilifinden &tiirii

W,y =W, y) =1, Gy, > W) = (y,,¥) =0
olarak segilirse
¢ (Bil - ll) + 53 Bn = 0} (1111812)
¢; By + ¢, (Bpy— @) =0
bagmtilan bulunur. (II1.18.12) denklem sisteminin ¢, ve ¢, nin sifirdan farkl:
¢Oziimlerini verebilmesi igin
By —u By,

=0 (111.18.132)
B, B, —n

bagntis1 gergeklenmelidir. B+ = B oldugu igin B, ve B,, reeldir ve B}, = B,
dir. Boylece (111.18.13a) denklemi

By —wW@By,—w—|B,2=0 (I11.18.13b)
veya
w—(8,+ Byu+ B, B, —|B,*?=0 (111.18.13c)

seklinde yazdabilir. (TIL.18.13¢) denklemi p ye goére ikinci derecedendir ve ¢oziimil

1
Hi2 = 5 [B,, + B,, + \/(Bu — B, + 4| B, |4 (111.18.14)

seklindedir. Bu ¢oziime gore p, ve p, her zaman reeldir. p, ve p, aym zamanda
B,, HERMITsel matrisinin dzdegerleridir. Ote yandan, p, = b, olabilmesi icin
gerek ve yeter sait

By = B,, B, =0

olmasidir. Bu takdirde B operatdril icin de soysuzlasma vardir ve baylece, vy, ve
y,, A ve B operatérlerinin ortak Ozfonksiyonlaridir, yini teorem ispatlanmig
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olur. Eger p, 5 n, ise, (II1.18.12) denklemlerinin birinden p, ve p, igin iki ayn
¢ozitm takimi, yani c,/c, degeri elde edilir. ¢, ve ¢, nin ¢dzilebilmesi igin ikin-
¢i bir bagintiya gerek vardir. (JI1.18.10) bagintisina gére, y nin normu
Wow) = Pyv)+ 6Py, v)+
+ C;k €, (‘lfl ’ ll-'z) + C;‘ €y (¥, Wl)
veyd vy, ve wy, ortonormal olarak segildiklerinden
Ww)=le P+ el

seklindedir. Eger y normlanmig ise, ¢, ve ¢, arasindaki ikinci bagint olarak

te,P+1c,P=1 (1I1.18.15)

bulunur. Boylece (I11.18.10) bagintisy, her p degeri igin (II1.18.9) denklemini ger-
¢ekleyen iki farkli y o6zfonksiyonunu verir ve bu &zfonksiyonlar 4 operatérii
i¢in soysuzlagmig oldugu hilde B operatdrii igin soysuzlagmamigtir, Bbylece teo-
remin ispati tamamlanmig oluyor. Fakat son olarak bu iki ortak ézfonksiyo-
nun dik oldugunu gdstermek gerekir. Ortak 6zfonksiyonlar (IT1.18.10) bagmnti-
sina bakarak

p=y, igin: vy =cyw v,
B =y, igin: V@ =cuv t+ ey,
seklinde yazilabilir. y, ve y, ortonormal olduklarindan, ispatlanmas1 gereken
(@D, y@)=0
seklindeki diklik bagintisi
chey e, =0 (I11.18.16)
seklini alir. Ayrica, (II1.18.15) bagintisina gore
fea P+ le,2=1, fey P adle, > =1 (I11.18.153)

normlama bagintilar da yazilabilir. Ote yandan, p ye gore ikinci dereceden denk-
lemin diskriminant:1 igin

A=(B,— B, +4|B,]
yazilirsa (I11.18.14) ¢6ziimleri

1 —
My =5 By + By, — VA) (111.18.42)

My = —;— (B, + By, + V/B) (111.18.14b)

sekillerini alirlar, C6ziimi istenen (I11.18.12) denkiemleri
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¢ (Byy — ) + ¢, B, =0 } (I11.18.12a)

Cn By + ¢ (B — 1)) =0
veya (111.18.14a) ve (111.18.14b) bagmtilarnmn yardimi ile

1 .
c”_?-* (Byy — By, + \/A) + ¢, B,=0
: (111.18.12b)

1
Cyy By + € 3 (B,, — B, — \/E) =0

sekillerinde yazilabilir. (II1.18.12b) denklemlerinden birincisinin kompleks es-
lenigini alarak

* — JAY = — 2 o*
BB = B b V8 = —2e 8 | (IT1.18.120)
2¢y By = ¢y, (B, — B,, + \/‘_A-) I
sonuclarina varilir. (TI1.18.12¢) denkiemleri taraf tarafa ¢arpilirsa

* ™
€€ = — € Cp

sonucuna varilir, yani (II1.18.16) diklik bagintis1 ispatlanoug olur.

Soysuzlasma dereceleri ikiden fazla, fakat sonlu ise, teorem benzer metotlarla
ispatlanabilir. N-kath soysuzlagmig bir kuvantum hili igin (I111.18.13a) denklemi
N inci dereceden olur ve N adet kokil vardir. Koklerin hepsi farkh ise, yukarda-

kine tamamen benzer bir yol takip edilebilir. Fakat koklerin bir kism esitse,
ispat daha karmagik bir hal alr.

(I11.19) BENZERLIX DONUSUMU VE UNITER DONUSUM

Bir A operatérit, bir regitler S déoniigiim operatérii aracihif ile ve
A'=8T1485 (I11.19.1)
bagintist ile A" operatdriine doniistliciilebilir, (II1.19.1) bagintisina benzerlik do-
niigiimii adi verilir. § operatdril regiiler oldugu igin
STS=8851=17T (111.19.2)

bagitisint gergekler. Bu bagintimin yardim ile (II1.19.1) baginuisindan 4 ope-
ratori

A=8SA4 5§ (111.19.3)
seklinde ¢oziilebilir. (111.19.3) bagintisina ters benzerlik doniisiimii veya kisaca ters

dontigim ad1 verilir. S donigim operatdril regiiler olmak sartiyle herhangi bir
operatér olabilir.
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Bir operatdr denkleminin sekli benzerlik déniigimii ile degismez. Ornegin
C= AB — BA (111.19.4)
seklindeki bir operatdr denklemini benzerlik déniigiimii ile doniigtiirelim :
S1CS=8"4BS —S1BAS
veya
STCS=8"45S'BS—S1BSS1A4S
veya
C'=A4A"B —B A (I11.19.5)
sonucuna varthr. Yani, {4, B] komitatoriiniin déniismiisii [4’, B'] komiitatdriidiir.

Kuvantum mekaniginde HERMITsel operatorler kullanihr. Fakat bir HER-
MiTsel operatdriin benzerlik déniisiimit ile déniistiiriilmiisii genel halde HER-
MiTsel degildir. Bu sebepten Stiirii HERMITsellizgi koruyan 6zel benzerlik dé-
niigiimleri kullamimahdir. Bu maksatla

Ut =u"t (I11.19.6)

bagintis1 ile tanimianan #niter operatorler donlisim operatérii olarak segilir.
(I11.19.6) bagintisy

Ul U=UUT=1
bagintisinda yerine yazihirsa U fiiniter operatdriiniin tamim bagintisi
UrU=UU*=1 (I11.19.7)

seklini alir. U operatériine dniter veyd birimsel adi (111.19.7) bagintisindan &tiirii
verilir. Uniter operatdriin kullanilmast ile elde edilen

A" = U*r AU (I11.19.8)

seklindeki benzerlik doniisiimiine initer doniigiim ada verilir, (I11.19.8) bagintisinin
her iki yammmin HERMiTsel eslenigi alimirsa

AT =U"4%U (111.19.9)

bagintis1 elde edilir. Yani, bir operatériin HERMIiTsel esleniginin doniistiirtil-
milsli, doniistiiriilmils operatériin HERMITsel eslenigidir. Bunun sonucu olarak
efer AT = A ise (I11.19.9) bagintisindan ve (II1.19.8) bagmtisinin kullamilmas: ile

Ar =Ut AU = A’

elde edilir. Yani, bir operatét HERMITsel ise, bu operatériin ddniistiiriiimiigi de
HERMIiTseldir. iste bu 6zellik, kuvantum mekanigi igin gerekli bir 6zelliktir.
Bir y dalga fonksiyonunun bir tniter doniisiimle doniigtiiriilmesi de

v =U"y (TI1.19.10)

bagintis1 ile tanimlanir Buna gdre, bir 4 operatSriiniin
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D=Avy (T11.19.11)
seklindeki tanim ba@ntisim bir {initer doniisiimle doniistiirelim. Bu maksatla
(I1I1.19.11) bagntistmn her iki yanmi soldan Ut ile carpalim :

Ut®@=U"4dy
veya
U-®=UrAUU y

veya

' =4y (111.19.12)
elde edilir. (IT1.19.11) ve (II1.19.12) bagintilarmin sekilleri aymdir.

Simdi de bir 4 HERMIiTsel operatdriiniin
Ay, =27, v, (111t19.13)

seklindeki 6zdeger denklemini bir iiniter déniisiimle doniigtiirelim. Bu maksatla
(I11.19.13) bagintistnin her iki yamm soldan U ile garpalim :

Ut dy,=2,Uty,
veya
Ut AUU g, =2, Ut y,
veya
Ay, =, ¥, (I11.19.14)

elde edilir. (I11.19.14) bagintisi, déniistiiriilmiis 4 operatsriiniin 6zdeger denk-
lemidir. Gériilityor ki, bir operatoriin 6zdegeri tiniter doniisiimle defismez, yani
invaryanttir.

(I11.20) PARITE OPERATORU

Kartezyen koordinatlarda
X—=> —Xx, y=>—13, Z=>—z
dodniisiimiine parite doniigiimii ve bu donlslimil gergeklestiren ve
Oy, 2 =vy(—x, —y, —2) (TI1.20.1)

bagintis1 ile tammlanan operatdre de parite operatérii adi verilir. Parite opera-
torii y(x, y, z) fonksiyonuna arka arkaya iki kere uygulamirsa

My y,=0y(—x,—y, —2) = y(x,¥,2) (I11.20.2)
elde edilir. O halde, II* birim operatSrdiir :
m=r (111.20.3)
Kiiresel koordinatlarda (II1.20.1) tanim bagtist
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Ny@r0,0)=vy(@,®—6,x+ ¢) (T11.20.4)

seklini alir. Gergekten, kartezyen koordinatlardan kiiresel koordinatlara gegisi
gergeklestiren

x=rsinfcosp, y=rsinOsing, z=rcosh
seklindeki déniisim bagintilarina (I11.20.4) islemi uygulanirsa
rsin(t —0)cos(n+¢)= — x
rsin{(t —@)sin(x+9)=—y
rcos(m —0)= —z
sonuglarina varilr.

Simdi parite operatoriiniin asosye LEGENDRE fonksiyonlann tizerindeki
etkisini inceleyelim (1.20.22) bagintis1 ile verilen RODRIGUES formiiliine gére
56z konusu fonksiyonlar
(1 _ §2)m;‘2 d!+m

211 dg+m
seklindedir. Burada & = cos 9 oldugu igin
cos(m—0)=—¢&

P = & — 1y (11 20.5)

elde edilir. O hilde,
nprPrE)=rr(—2%
olmahdir. Ote yandan,
(-8 =8, [d(— D) = (— 1y*™ g™
oldugundan, & = cos @ olmak iizere
I PP @)= Pr(— &) = (— 1Yy Pr () (I11.20.6)

sonucuna varthr. Simdi de parite operatériiniin kiiresel harmonik iizerindeki etki-
sini inceleyelim. Kiiresel harmonik (1.21.2) bagintisina gore

Y. (0, @) = N, P7(cos 0) eime (I111.20.7)
seklindedir. O hilde
nY,,0,¢)= Y,(®—0,%+9)
yazilabilir. (I11.20.6) bagintisina gore
Prlcos(m — 0)] = P (— &) = (— 1)"*" P (cos ©)
bulunur. Ote yandan
eimr — cos mm + isinmr = (— 1), gimln+e) — (— 1) gime

oldugundan
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1Y, ® e =N, (— D" Pr(cos8) (— 1)" eme
veyd
I1 ¥,, 6, ¢) = (- 1) N, P (cos 8) eimo
veya
11Y,0,¢0)=Y,x—0+9¢=(—1)Y,0609) (111.20.8)
sonucuna varihr.

Kartezyen koordinatlarda parite operatériiniin dzdeger denklemi

My(x,»,2) =Kwy(x,¥2) (11I1.20.9)
seklindedir. (I11.20.9) bagmtisindan (II1.16.6) bagintisina benzer sekilde
IPy(x,y,2)=K*vy(x,¥,2) (T11.20.10)
bulunur. (I111.20.10) bagmtist (II1.20.2) bagmntis1 ile karsilagurilirsa
K? =1, K==+x1 (I11.20.11)

sontucuna varnilir. Eger (I11.20.9) bagmntistnda K = = 1 yazarsak ve (II1.20.1)
tanim bagintis: ile karsilagtinrsak

W(_ X, — Y, — Z) ==& W(xs Vs Z) (111'20‘12)

sonucuna variir. (IT1.20.12) bagintist v (x, y, z) dalga fonksiyonunun (4) isareti
icin ¢ift fonksiyon ve (—) isareti i¢in de tek fonksiyon oldugunu gésterir. Cift
fonksiyonlarin paritesi ¢ifttir veyd gift fonksiyonlar ¢ift pariteve sdhiptir denir.
Benzer sekilde, tek fonksiyonlarin paritesi tektir veyd tek fonksiyonlar tek pari-
teye sdhiptir denir. Genel halde, bir y (x, y, z) fonksiyonu ne tektir, ne de ¢ift-
tir ve boyle fonksiyonlarin paritesi yoktur denir. Eger bir vy (x, y, z) fonksiyonu
parite operatériiniin bir 6zfonksiyonu ise (II1.20.12) bagintilarindan birini sag-
lar ve bdylece ¢ift veyd tek pariteye sdhip olur.

Kiiresel koordinatlarda parite operatériiniin 6zdeger denklemi
Ovy({,8,0)=Ky(r,0,0) (T11.20.13)

seklindedir. Eger w(r, 0, @) dalga fonksiyonu ¥V '(r) kiiresel simetrik potansiyels
icin SCHRODINGER denkleminin ¢dzimi ise

Yoim (r 8, @) = Ry (r) Y, (0, 9) (111.20.14y
seklinde yazilabilir. (II1.20.4) bagiatisina gére,
I Yot (r, 0, 0) = Ry (1) Y (= — 6, 7 + ) (T11.20.15)

elde edilir. (1I11.20.8) bafintis1 (111.20.15) bagintisinda yerine yazilirsa

II W oaim (f', 93 (P) = Rnl (f') (_"' 1)! Iflm (B’ (P)
veya
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Oy(r,0,0)=(—1)y(,0,0) (111.20.15a)
sonucuna variir. Bu sonug (II1.20.13) bagintisi ile karsilagtirilirsa
K=(—1Y), [=0,1,2,3, ... (I11.20.16)

bulunur. O hilde, SCHRODINGER denkleminin V() kiiresel simetrik potan-
siyeli i¢in ¢Oziimleri pariteye sdhip fonksiyonlardir ve / kuvantum sayisimn ¢ift
degerleri igin ¢ift pariteye, tek degerleri icin de tek pariteye sihiptirler.

Genel halde, V(x, y, z) veyd V(r, 8, ¢) potansiyel enerji fonksiyonu bir ift
fonksiyonsa, yani

NVxyz)=V(—x~—~ypy,—z)=V(x,»2) (1L.20.17)

ise, zamandan bagimsiz SCHRODINGER denkleminin ¢dziimii olan y(x, y, 2)
dalga fonksiyonlarinin partiye sdhip olduklarini gdsterecegiz. Zamandan bagimsiz
SCHRODINGER denklemi

Hy,=FE, vy, (111.20.18)
seklindedir. Ote yandan, HAMILTON eporatérii
ﬁz
He= ——— 92 4 V(x, p,2) (111.20.19)
2m

seklinde ve LAPLACE operatoriniin kartezyen koordinatlardaki ifadesi de
a* a2 a*
V= + + 11.20.20
axt az° a )
seklindedir. (II1.20.20) bafintisindan

Iv: = v2 (111.20.21)

bagintisimin her zaman gergeklendigi sonucu ¢ikar. (I11.20.19) bagintisina Gnce
parite déniisiimi uygulanir ve sonra da (I11.20.17) ve (I11.20.21) bagmtilarn yer-
lerine yazihirsa
IIH-——-ﬁz—IIV2 + V= -ﬁvzﬁ— v
2m 2m
veya
NH=H (111.20.22)

sonucuna varihr. (I11.20.18) denklemine parite donusimii uygulamrsa
(LH)(Wvy,) = E, 11 v,

denklemi elde edilir. (II1.20.17) sartina bagli olan (II1.20.22) sartimin yardimu ile
bu son denklem
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HOy,=E, vy, (111.20.23)
seklini alir. Ote yandan, gene (II1.20.22) sartim1 kullanarak
HNHy,)=UH)Ily,)=Hlly,
bulunur ve bdylece
IH—HI)y,=0 (I11.20.24a)
veya
NH=HII (I11.20.24b)

sonucuna varthr. (111.20.24b) bagintisina gore parite operatéri HAMILTON
operatéril ile komiitatiftir ve paragraf (II1.18) deki teoreme gére bu iki operator
ortak ézfonksiyonlara sdhiptir. O hilde,

My, = £ v, (I11.20.25)

yazilabilir ve bu bagmtimin yardimu ile (I11.20.23) denklemi (I11.20.18) denkle-
mine doniigiir. Boylece, (111.20.18) denklemi parite déniisiimiine gére invaryant-
tir ve bu denklemin vy, ¢dziimleri pariteye sdhip fonksiyonlardir,

(II1.21) BiR DALGA FONKSIYONUNUN TABAN VEKTORLERI CINSIN-
DEN ACILIMI

Herhangi bir v (r) dalga fonksiyonu, bir HERMiTsel 4 operatériiniin norm-
lanms &zfonksiyonlart veyd ozvektorleri cinsinden

y () = Z ¢ Wi (1) (I11.21.1)
k
seklinde bir fonksiyon serisine agilabilir. Bu fonksiyon serisinin yakinsaklik
sartlarimin gerceklendigini varsayiyoruz. 4 operatérii HERMIiTsel oldugundan
V, (¥} Ozvektorleri ortonomaldir, yéni

War w0 = [ V2@ v @) dv = 5, (11.21.2)

bagintilarim saglarlar. Genel hilde sayilabilir sonsuz sayida olan w, (r) vektorleri
asikar olarak lineer bagimsizdir ve bu sebepten &tiirii sonsuz boyutlu bir vektsr
uzayl olan HILBERT uzaymin taban vektorleri olarak segilebilir. Boylece her-
hangi bir y(r) dalga fonksiyonu bu uzaym bir vektoéri olarak diisiiniilebilir ve
s6z konusu taban vektorlerinin bir lineer toplamm olarak (1I1.21.1) agilimu ile
ifade edilebilir. ¢, acilim katsayilar, y (r) vektdriiniin v, (r) taban vektdrlerinin
dogrultulardaki bilesenleridir. Gergekten, y vektoriiniin w, taban vektSriiniin
dogrultusundaki bileseni, (II1.21.1) ve (II1.21.2) bagintilarna gore,
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W W) = D Wy W) = D 8, = ¢, (IIL21.3)

k k

olarak bulunur.

v vektoriinlin normu veyd wzunlugunun karesi (veya biyikligiinin karesi),
(II1.21.1) ve (I11.21.2) bagmtilarina goére

(v, y) = (Z%‘I’nszck‘l’k) :ZZC:‘ Ck(llfns‘lfk)=zch C Oy
n k n k n k

veyi

(v, y) = Z ek (ITL.21.4a)

k
veya

[ivirac=> e (111.21.4b)
k

sekillerinde bulunur. Eger w vektdrii normlanmg ise, yani (y, y) =1 ise,

Z le 2 =1 (I11.21.5)
k

elde edilir.

Cok sayida vy (r) fonksiyonu (II1.21.1) seklinde vy, (r) fonksiyonlan cinsinden
actlabilir. Bu sekildeki agihmiarn mimkiin kilan bitiin v (r) fonksiyonlar: icin
Y, {r) fonksiyonlarimn bir fam takim olusturduklar: séylenir, Siiphesiz (II1.21.1)
agthimmin yakinsak oldugu her vy (r) fonksiyonu igin {w, (r)} takim tamdir. Bu
takdirde, (III 21.4a) bagintisina {y,} takinm igin tfamhik bagmnnst adi verilir.

(I1.22) 4 OPERATORUNUN KENDi GZFONKSIYONLARINA ACILMIS
BiR FONKSIYON CINSINDEN f(4) NIN BEKLENEN DEGERI

Eger bir kevfi y fonksiyonu bir 4 HERMITsel operatériiniin

A W, = }'k W, (111.22.1)
seklindeki 6zdeger denklemi ile tammmlanan ortonormal y, Gzvektdrleri cinsinden
v = Z Ch Wi (111.22.2)

k

seklinde seriye acilmig ise, Ay fonksiyonu da v, 6zvektdrleri cinsinden seriye
acilabilir. Gergekten, (I11.22.2) bagintisinin her iki yam soldan A4 operatérii ile
garpilirsa (I1[1.22.1) denkleminin yardim ile
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Ay = z A V=D Mty (I1.22.3)
k k
elde edilir. Paragraf (I11.16) da gorildigh gibi (I11.22.1) bagintisindan hemen
A"y = M vy,
yazilabilir ve yukardakine benzer islemlerie
A"y =D My, (111.22.4)
k

bulunur. (I11.4.2) bagintis1 ile tanimlanan

f4) = Z a, A" (111.22.5)

n

seklindeki bir fonksiyon operatéril igin

=D a,d =D a, v = > a, M

n n n

veya

FO) =2 a M

oldugu igin
F @Dy =0 v (111.22.6)

elde edilir. (II1.22.6) bagintisinin yardima ile f(4)y fonksiyonu da vy, Bzvek-
torleri cinsinden seriye agilabilir. Gene (111.22.2) bagintisindan

DY =D af(Dve=" c.fh) v
k k
veya

FAd)y =D 10 e, (I11.22.7)
K

sonucuna varilir.

f(4) fonksiyon operatériiniin beklenen degerini y cinsinden hesaplayalim.
(111.22.7) bagmtisim kullanarak

FAY =W, f(A)v)

= (Z C, W, s Zf(lk)ck ‘I’k)
o *

= ZZ cn i S (M) (9,5 W)
no k

=D >t af0) by
k n

veya
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{Sf4)) = Z | ¢ 2 (A) (I11.22.8)
k
sonucuna varihr. Ayrica, (II1.21.5) bagintisina gore

Z le 12 =1 111.22.9)

k
oldugunu biliyoruz.

Simdi 4 dinamik degiskeninin arka arkaya Olgitldiigiinii varsayalim. Belirli
bir olgme isleminin sonucunda 4 dinamik degiskeninin sayisal degerinin A,
olmasinin ihtimali P(A,) olsun. Ote yandan, 4 dinamik degigkeninin her A,
degeri igin f(A) dinamik degiskeni f(A,) degerini alir. O hilde, f(4) dinamik
degiskeninin beklenen degeri

{fA> =D P £ (I11.22.10)
k

seklinde olur. Siiphesiz burada
Z PO =1 (IT1.22.11)
k

bagintis1 gergeklenmelidir. f fonksiyonu keyfi oldugundan, (IT1.22.10) bagintist-
mn (II1.22.8) bagntis1 ile dzdes olmasi igin

Py =lel (I11.22.12)

bagmtist gerceklenmelidir. Ote yandan, (1{1.22.12) bagmtist (111.22.9) bagintisin-
da yerine yazihrsa (II1.22.11) bagintis1 kendiliginden gergeklenir. Gériilityor ki,
A dinamik degiskeninin Olgiilmesi sonucunda A, degerinin bulunmasi ihtimali,
v fonksiyonunun A4 operatériiniin 6zfonksiyonlan cinsinden acihiminda, A, 6z-
degerine ait v, Ozfonksiyonunun ¢, agiim katsayistnin modiiliiniin karesine
esittir.

(IIL.23) DIRAC IN DELTA FONKSIYONU

Bilindigi gibi, KRONECKER deltast adi verilen §,,, sembolii (simgesi), m
ve n, pozitif veyd negatif tamsayilar veyd sifir olmak iizere,

=nigin: §,, =
m=n 1§in nn 1} (TI1.23.1)

msnign: 98,,=0

bagntilars ile tanimlamyr. (111.23.1) tanimina gore, J,,, semboli asagidaki Szellik-
lere sdhiptir :
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smn = anm (11123221)
Sm:tk,nj:k = amn (HI.23.2b)
fm Smn =fn an (I11.23.2¢c)

(II1.23.2¢c) bagwntismda f, , » indisine bagh herhangi bir biyikliktiir, 6rnegin
y, gibi dalga fonksiyonlar: dizisidir.

8,., semboliindeki ancak tamsayr veya buguklu tamsayr degerleri alabilen
m ve n indisleri yerine surekli defisen x ve y reel degiskenleri gelirse, elde
edilen 8(x,y) fonksiyonuna DIRAC delta fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyon
(111.23.2) bagntilarina benzer gekilde

8(y, x) =3(x,y)
d(x £z, % 2)=05(xy)
f(x)8(x, ) = f(») 6(x, y)

bagintilarim saglamahdir. Fakat 3 fonksivonu x ve y degiskenlerinin ayn ayn
iki degiskenli bir fonksiyonu olmayip x — y farkimn tek degiskenli bir fonksi-
yonudur. Yéni

85(x,y)=8(x—y)

dir. Bdylece, yukardaki bagintilardan ikincisi 6zdes olarak saglanmir, Birinci ve
{igiincii bagintilar da

d3(y—x)=8(x—y) (I11.23.3a)
fX)8(x—»)=f»Ndx—y) (II11.23.3b)

sekillerinde yazilabilirler. y = 0 igin (I11.23.3a) ve (II1.23.3b) bagintilan
S(— x)=38(x) (I11.23.4a)
J()3(x) =f(0) 3 (x) (111.23.4b)

sekillerini alirlar.

DIRAC mn delta fonksiyonu, yani 3 (x)
x#0igin: 5(x)=0, f §(x) dx = 1 (I11.23.5)

bagintilan ile tammlanir. (I11.23.5) tanimina egdeger bir tamim, f(x) fonksiyonu
x = 0 noktasinda siirekli olan bir keyfi fonksiyon olmak iizere,

[r® 86 dx = 1) (11.23.6)
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bagintis ile yapilir. (IT1.23.5) veyad (111.23.6) tammi & (x) fonksiyonunun x ==0
noktasinda singiiler (tekil) oldugunu gostermektedir. 8 (x) fonksivonu x =0 dan
bagka her yerde sifir oldugu igin x = 0 noktasinda o kadar bilylik olmalidir ki,
kendisi ile x ekseni arasindaki alan bire esit olabilsin. Bu sebepten &tiirii 8 (x)
fonksiyonu, ¢esitli sekillerde bir analitik fonksiyonlar dizisinin Limiti olarak ta-
nimlanabilir, B&ylece

8 (x) == lim D (x, &), e>0 (I11.23.7)

e~+0

vyazilabilir, Buradaki D (x, €) fonksiyonu,

D(—x,8) = D(x, ¢ (111.23.82)
x#0igin: IimD(x,e)=0 (I11.23.8b)
=0
lim D(x,&) =0 (I11.23.8¢)
x4+t
fDm®k=l (111.23.8d)

ve C bir pozitif sabit olmak {izere
D(0,¢) = Cle, C>0 (11I1.23.8¢)

bagintlanim gergeklemelidir. Simdi bu bagintilan gergekleyen ii¢ ayn 6zel D (x, €)
fonksiyonunu inceleyecegiz.

i) 1k olarak, (II1.23.8a), (I11.23.8b) ve (II1.23.8¢c) bagmtilarimt ger¢ekleyen

1 g

Do =— T o

., £>0 (111.23.9)

fonksiyonunu inceleyelim. y = x/e degisken doéniisiimi ile

1 ]
./ﬁ+é=_Jl+w=$?Pm@4m
(= _(_=\_=
“3[2 ( 2)]Ea

bulunur ve bolece (II1.23.8d) bagintisinin gerceklendigini gdsteren

w

fL_,_six,_l
® x® - g?

sonucuna varihir, (I11.23.9) bagintisindan da
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D(O,a)=i, C:L

TE i
bulunur ve bdylece (I11.23.8e) bagintisi da gergeklenmis olur.

i) Ikinci olarak, (I11.23.8a), (I11.23.8b) ve (I11.23.8¢c) bagmtilarim gergek-

leyen
1 x?

D(x,8) = e, £>0 (I11.23.10)

Ve
fonksiyonunu inceleyelim.

] "
fe_"erx =\/Ea

oldugu i¢in (II1.23.8d) bagntisinin ger¢eklendigini gésteren

I "zd
— e e =1
fs\/“e x

—_—0

sonucuna varihr. (I11.23.10) bagmntisindan da

D(0,¢)= 1_, C=—-l—~—

eVrn VE

bulunur ve bédylece (1I1.23.8¢) bagintisi da gerceklenmis olur.

iii) Ustincii olarak,

. X
sin 2w —
D(x, &) = MS—, £>0 (T11.23.11)

fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyon (111.23.8a) ve (111.23.8c) bagmntilarim
gergekler, fakat (I11.23.8b) bagintisim gergeklemez, ¢iinkii

lim sin 27 —

-0 E
limiti meveut degildir. Bunun da nedeni, sinee un, —1 ile 1 arasinda belirsiz bir
degere sahip olmasidir, Buna karsihk, D (x,€),| x| artikca genligi azalan bir
peryodik fonksiyondur ve peryodu € cinsinden hesaplanabilir. Gergekten A per-
yodu,

sin 2w X+ 4 ESiIl(Z‘n‘.-i—[—Z‘lt)

A £

ozdesligi ile tammlanabilir ve A = & sonucuna varilir. Béylece, € peryodu li-
mitte sifira yaklasmaktadir.
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oldugu icin (IT1.23.8d) bagmmtisinin gergeklendigini gdsteren

o

sin2ni
— % =1
TX

—_—

sonucuna varilir. (II1.23.11) bagintisindan da
D(0,8) = 2/¢, C=2
bulunur ve bdylece (II1.23.8¢) bagintisi da gergeklenmis olur.

(II1.23.11) bagintisinda
K = 2nfe
yazilirsa
D k) =KX koo (11.23.12)
T X
elde edilir. Boylece (II1.23.7) tantm bagintist

sin K x

8 (x) = lim ———, K>0 (I11.23.13)
Koo X
seklini alir.
(I11.23.5) tamim bagntisin yardimu ile
8(— x) = 8(x) (111.23.14)
x8(x) =0 (I11.23.15)
8 (ax) = a8 (x), a>0 (I11.23.16)
32— =)' Bx—a)+3(x+ad], a>0 (I11.23.17)
fB(a-—x)B(x-—b)dx=5(a——b) (I11.23.18)
f)é(x—a)=f(@)d(x — a) (111.23.19)

bagintilar1 ispatlanabilir. (I11.23.14) bagmntist (I11.23.42) baZintisimn aymdrr,
(IT1.23.19) bagmusinda g = y yazilirsa (III.23.3b) bagintisi ve ¢ = 0 yazlirsa
(111.23.4b) bagmntisi elde edilir. (II1.23.19) bagntisinin her iki yam (— oo, o0)
aralifinda integre edilirse
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[r08(x—ayax —/@ [8(:— ayax

bulunur. Eger sag yandaki integralde y = x — a degisken doniigiimii yapilirsa
(I11.23.5) tanum bagntisimn yardum ile

/S(x—a)dx=f6@)a'y= I
elde edilir ve boylece
f f(x)3(x — a)dx = f(a) (I11.23.20)

sonucuna vartir. (I11.23.20) bagintis1 ¢ = 0 icin (I11.23.6) bagintisina indirgenir.
Eger x ve q vektorleri kartezyen koordinatlarda

r=xe,+ye +ze,
q=ae,+be +ce,
bagmtilar: ile tanimlamrsa, bu bagntilani taraf tarafa ¢ikararak
r—q=x—ae+(y—5be +(z—c)e,
elde edilir. Bu son bagmtiya gére genellestirilmis DIRAC delta fonksiyonu
dr—qg=08(x—a)d(y —b)8(z—0) (I111.23.21)

bagmts ile tammlamr. (T11.23.20) bagintisiin {i¢ boyutlu uzay igin genellestiril-
mig sekli olarak

L B - ]

[ [ [r&ra86-as0-08Gc—addyd =150

—) G0 ——iO

yazilabilir. Bu bagnti, (I11.23.21) bagintisinin yardimu ile ve vektdr notasyonu ile

[ros - od=1@ (11.23.22)

seklinde yazlabilir. Burada dt,r noktas: civarindaki hacim elemanini géster-
mektedir.

q24 SL"REKLI OZDEGERLERE ORNEK : MOMENTUM OPERATO-
RUNUN OZDEGERLERI
Momentum vektdr operatdriine ait 6zdeger denklemi

PY =AY
veyd
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py=*#ky (11L.24.1)
seklindedir. Ote yandan, p = — i% V oldugu igin bu denklem
Yy=iky (111.24.2)
seklini alir. Kartezyen koordinatlarda (I11.24.2) vektorel denklemi
1w gy, LW gy Loy (11.24.3)

v 9x ** v 8y v oz
seklindeki ii¢ skaler denkleme doniisiir. (IT1.24.3) kismi tiirevli denklemlerinin
Inyx,y,2)=InN+ ik, x+k,y+ k_2) (I11.24.4)
seklinde ortak bir integrali vardir. Bu integral vektdrler cinsinden
Iy =InN+ik.r (I11.24.5)
seklinde ifade edilebilir ve bdylece
Yy (r) = N eikr (II1.24.6)

sonucuna varthr. i (r) fonksiyonu, momentum operatdriiniin k siirekli 6zdege-
rine ait 6zfonksiyonudur. Bu 6zfonksiyon aym zamanda serbest parcaciga aittir
ve zamandan bagimsiz DE BROGLIE dalga fonksiyonudur. (I11.24.6) bagimnti-
sinda N normlama sabittidir.

Simdi k, ve k, 6zdegerlerine ait iki 6zfonksiyonun

(Wi, > W) = f Wi, Vi, dT = N? _[ eits—kir g (I111.24.7)

seklindeki skaler ¢arpimint inceleyelim. Kartezyen koordinatlarda

k, —k, =—ae. +be, +ce,

ve
r=xe +ye +ze, dt=dxdydz
yazilacak olursa
&, —k).r=ax+by+cz (I11.24.8)
bulunur. Bu sonug (111.24.7) bagintisinda yerine yazilirsa
Wk, » Y1) = N? f efor dx f et dy f efer dz (111.24.9)

elde edilir. (I11.24.9) bagintistnin sag yamindaki integraller sin(ee) tipinde belir-
sizdir, fakat DIRAC delta fonksiyonu cinsinden ifidde edilebilirler. Bunu goster-
mek igin, s6z konusu integrallerden birini, belirsizli§i kaldirmak {izere
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K

/ e dx — lim _[ gaxdy,  K>0 (111.24.10)
K-

—

seklinde yazalim. Béylece, sag vandaki integralin sonucu

F.4

f e dx = L (eiaK — e—iak)y = 2 sin Ka (111.24.11)
ia a
—K

olarak bulunur. (I11.24.11) bagmtis1 (I111.24.10) bagintisinda yerine yazilirsa

o

f coex gx = 2 tim 259 ks (111.24.12)
K- Ta

—t

elde edilir. Ote yandan, (I11.23.13) bagintisina gére & (4) fonksiyonunun tanim

5(@) = lim &Y o (111.24.13)
K-w T™a
seklinde oldugundan
f ele* dx = 27 5 (4) (I11.24.14)

sonucuna varihr. Benzer islemlerle (I11.24.9) bagintisindan
(Wi, > W) = N?* 2m)* 8(a) 8 (6) 8 (c) (111.24.15)
elde edilir. Ote yandan (111.23.21) tanim bagintisina gore, genellestirilmis DIRAC
delta fonksiyonu
S5k, — k) =8(@d()d(c)
seklinde oldugundan, (II1.24.15) bagntisi
Wiy » Vi) = N? 27)° 8 (k, — k) (I11.24.152)

seklini alir. (II1.24.15a) bagintist sirekli ézdegerlere ait dzfonksiyonlarm diklik
bagmusidir. Bu bagintida 6zdegerlerin siireklilifinden 6tiirii, KRONECKER delta
sembolii yerine DIRAC delta fonksiyonu gelmistir. Eger dzfonksiyonlar norm-
lanmg ise

(Wi, » Vi) = 0 (K, — Ky) (111.24.16)
seklindeki orfonormallik bagintist elde edilir. Bu bagintinin (I11.24.15a) bagintist
ile karsilagtinnilmasindan

N2(2r)) =1

bulunur. B6ylece N normlama sébitini dederi
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N = (2n)™37?2 = (8n®)~12
olarak bulunur ve (111.24.6) bagintis1 da

elkr (I11.24.17)

1
i (r) =
v 8n?
seklini alir. Bu son bagmti, momentum operatdriiniin normlanmig &zfonksiyo-

nunun ifadesidir,

(I11.24.7) bagintisinda normlama sébitinin degeri yerine yazilirsa (111.24.16)
bagintisinin yardim ile
1
8=’

f eita—kir gt — 5 (k, — k,) (I11.24.18)

elde edilir. k, = k, i¢in bu bagintinin sol yamindaki normlama integrali paragraf
(1.5) te goriildiigii gibi iraksar. Ote yandan, bagintimn sag yanindaki delta fonksi-
yonu da k, = k, i¢in sonsuz biiyiik olur.

(Il1.25) SUREKLI OZDEGERLER ICIN ORTONORMALLIK BAGINTISI
VE KAPANIS BAGINTISI

Sayilabilir sonsuz, yani kesikli k¥ Ozdegerlerine ait 6zfonksiyonlarm orto-
normallik bagintisinin

Wi » we) = [ W2 @ i @ dv = S

seklinde oldugunu goérdiik, ((111.17.11) bagmtisina bakimz.)

Sayillamayan sonsuz, yani siirekli & 6zdegerlerine ait 6zfonksiyonlarin orto-
normallik bagintis1 da

e ve) = [ VE O vie @) dv = 8 — k) WL25.1)

seklindedir. Gergekten, momentum operatoriniin 6zfonksiyonlan igin ortonor-
mallik bagintisi, bir onceki paragrafta (II1.25.1) bagmtisina benzer sekilde
(I11.24.16) bagintist ile verilmigti.

Simdi & (r — r’) fonksiyonunu ortonormal {wy,(r)} takim cinsinden

S(r—1) = z ¢ (t) v, (1) (I11.25.2)

n

seklinde agahm. Bu bagmtmn her iki yamm yg# (r) ile ¢arpip biitiin ii¢ boyut-
Iu uzay iizerinden r ye gore integre edelim :



186 »* DINAMIK DEGISKENLER VE LINEER OPERATORLER

f i@ 3@ — 1) dt = Z e () f wi@w,®de  (111.25.3a)

n

elde edilir. Bu bagintimn sol yanindaki integral (111.23.22) bagintisina gore

[vt®s@—r)de=vta)

sonucunu verir. Ote yandan, (II1.25.3a) bagintistnin sag yamndaki integral y,(r)
lerin bir ortonormal takim olusturmalarindan &tirit

@ va ) = [t ©) v, @) dv = 3y,

sonucunu verir. Bu sonuglar (IT1.25.3a) bagmtisinda yerlerine yazilirsa

VEE) = D 6, @) 34, = e (F) (TI1.25.3b)

n

elde edilir. (IT1.25.3b) bagntisinin yardimu ile (I11.25.2) bagintis

Z YEE) g ) =8 —r') (A11.25.4)
k

seklini alir. (I11.25.4) bagmtisina kapanis bagmtisi adi verilir.

Bir operatdriin sonsuz sayidaki dzdegerlerinin ctimlesine ézdegerlerin spek-
trumu adi verilic. Sayulabilir 6zdegerler igin kesikli spekirum ve sayilamayan 6z~
degerler igin de siirekli spektrum séz konusudur. Hidrojen atomunda oldugu gi-
bi, bazi hillerde dzdegerler spektrumu kismen kesikli, kismen de siireklidir. Hid-
rojen atomunun enerfi spektrumu E, <0 icin kesiklidir ve Hy, = E, y, Ozdefer
denklemi ile belirlenen, elektronun v, bagli kuvantum halleri s6z konusudur.
E, > 0 igin enerji spektrumu streklidir ve v, bagh olmayan kuvantum hallerini
ifade eder, yani elektron artik atoma bagh degildir ve atom iyonlasmistir. Béyle
bir siirekli 6zdegerler spektrumu icin (II1.25.4) kapams baZintisindaki toplam,
bir integrale doniisiir ve bagnt

w

f VEE) (@) dk =8 — 1) (11.25.5)

—_—

seklint alir,

Simdi momentum operatdriiniin
i

seklindeki 6zfonksiyonlarimi géz oniine alalim. (II1.25.6) bagintisina gore
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vi () y (1) = ekG—1) (I11.25.7a)

8r*
yazilabilir. Kartezyen koordinatlarda (I11.25.7a) bagintist
Vi (0) wy (r) = El—s— gihx(x—x") glhyly—y") gtkz(z—2") (T11.25.7b)
™

seklini alir. Ote yandan, (111.24.14) bagmtisim kullanarak

«©

f eikxt—x) dk = 21 § (x — x') (I11.25.8)

—t0

elde edilir. (II1.25.7b) bagmtistmn her iki yammn, kartezyen koordinatlan
k., k,, k) olan, ii¢ boyutlu uzay iizerinden integrali alinirsa

f W ) vie () d =

L=+ ] -]

1 , , . .
- [ ey f ey gk, f ek~ gk (I1L.25.9)
bagintisi bulunur. Burada

dr, = dk, dk, dk, (111.25.10)

koordinatlar: (k,,k,,k,) olan bir nokta civarindaki hacimn elemamdir. (I11.25.8)

yo s

bagmtist ve benzer iki bagnti (I11.25.9) bagintisinda yerlerine yazilirsa

[ut @) w®@dn =36 - x)8( — )8z — 2)
veya

/ Wi () Wi (1) dt = 8 (x — 1) (111.25.11)

sonucuna varihr. (II1.25.11) bagntisi, (I11.25.5) bagintisinin {i¢ boyutlu k uzay:
icin genellestirilmis seklidir. Ote yandan, (II1.25.1) bagintisinin yerine, (I11.24.16)
bagintisina benzer sekilde,

o) = [WE@ W@ dr =8k —k)  (I12512)

bagintist yazilabilir.

(1IL.26) BiR FONKSIYONUN SUREKLI BiR OZDEGERLER SPEKTRU-
MUNA AIT OZFONKSIYONLAR CINSINDEN ACILIMI

Paragraf (I11.21) de herhangi bir y(r) dalga fonksiyonunun ortonormal
v, (r) ozfonksiyonlan veyd Ozvektorleri cinsinden
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v = v
k
seklinde bir fonksiyon serisine agilabildigini gormiistilk. Burada w,(r) 6zvek-
torleri HILBERT uzaymun sayiabilen sonsuz boyutuna ait taban vektorleridir.
Benzer sekilde, y(r) dalga fonksiyonu siirekli bir dzdegerler spektrumuna ait
v, (r) Ozfonksiyonlan cinsinden

v (r) = f e (k) v, () dk (I11.26.1)
seklinde agilabilir. Gériilityor ki, (T111.26.1) bagintisinda &k indisine gére bir top-
lam yerine k siirekli degigkenine gore bir integral gelmigtir. Bu defa wy, (r) 6z-
vektorleri HILBERT uzayiun sayilamayan sonsuz boyutuna ait taban vektorle-
ridir ve

Wes W) = [ WE® ve®) dv = 8k — k) (I11.26.2)

seklindeki ortonormallik bagintilarmm saglarlar., (I11.26.1) bagmmtisinin her iki
yant - ile skaler olarak garpilirsa

e, W) = [ ¢ ) (v, w) dk

bulunur ve (I1126.2) bagntisiminin yardim ile de

-+

e ¥) = [ @Bk — k) dk = c(k)

veya
) =we, W= [Vi®v®ds (I1.26.3)

sonucuna varihr. Bu son bagintiya gore, ¢ (k) agilum katsayist y vektSriiniin vy,
taban vektdriiniin dogrultusundaki bilesenidir.

Simdi vy (r) fonksiyonunun normunu ¢ (k) fonksiyonu cinsinden bulmaya ¢a-
hsahm. (I11.26.1) ve (111.26.2) bagintilarina gore W nin normu

09 = ( [ et vk, [ e we a’)

o o3

- f f c* (k) c (k") dk dk’ (. , W)
=/c*(k) dk [ c(k) 5k — k') dk’

veya



ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER » 189

@«

W, = [e* (0 ety dk (IT1.26.42)
veyé -
f |y (D) 2 d = f le(k) 12 dk (I11.26.4b)

sekillerinde bulunur. (I11.26.4b) bagintis1 (I11.21.4b) bagintisinin benzeridir, su
farkla ki, sag tarafta k indisine gére toplam yerine k degiskenine gore integral
gelmistir,

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

111.1. 4 ve B herhangi iki lineer operatdr olduBuna ve z bir tamsayr ol-

duguna gore

n—1

[, B] = > Ar—1[4, B] 4*

s=0
bagmtisimn dofrulugunu matematiksel timevarmm yontemi ile ispatlaymiz. Ay-
rica, A[Ad, B]=[A, B]A 6zel hili i¢in bu bagintinin (II1.11.7) bagintisina in-
dirgenecegini glsteriniz.

IM.2. H HAMILTON operatérii ve H u, = E, u, zamana bagh olmayan
SCHRODINGER denklemi olduguna gdre, kartezyen koordinatlan kullanarak

2

a) xH— Hx = A8 bagmtisim ispatlayimz.
m 9x

b) Bu bagntiy1 kullanarak :

2
i uf L d'cz(En-——Ek)fu}fxudt
m ax

bagintisint ispatlayiniz,

IIL.3. D(a) Gteleme (yer degistirme) operatdrii

D@ y() =vy(r + a)

bagintisinin yardinu ile tanimlanir. D(a) operatériini p = — i%#V momentum
vektdr operatoril cinsinden ifide ediniz ve bu operatériin bir iiniter (birimsel)
operatdr oldugunu gdsteriniz.

4. K bir HERMITsel operatér, yani K+ = K olduguna gére ve ayrica
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1
— =1 — k)
g 4T

olduguna gore :

1 . X 1 1+iK
a) ——— (1 +iK)=(1+iK) =
) l—fK( )= 1—iK 1l —iK

oldugunu ispatlayimz.
14+iK

b)) U= —I—K— operatdriiniin bir iiniter operatdér oldugunu ispatlayiniz.
— i

¢) Bir Onceki siktaki U operatéril igin K = tg (0/2) doniisimiinil yapiniz
ve bu operatdriin o operatdrii cinsinden U = ¢’* seklinde ifade edilebilecegini
gdsteriniz. Ayrica, KT = K ise, a* = « oldugunu gdsteriniz.

d) a* = a i¢in U = e’ operatoriiniin iiniter oldugunu gdsteriniz.

e) U operatdrii problem IIL3. teki D (a) Gteleme operatériine $zdes ola-
cak sekilde « HERMITsel operatoriinit belirleyiniz.

1i1.5. DIRAC delta fonksiyonunun tanim bagntisini kullanarak, bu fonk-
siyonun gercekledigi (I11.23.14) ten (II1.23.19) a kadar olan altt bagintiy: ispat-
laymz.

IIL.6. Bir A parameiresinin agik fonksiyonu olan bir 4 (A} operatdriiniin
titrevi

dAM) _ . AR+ — AN
di >0 g

bagintisi ile tanimlamyor.

d dA dB
—(AB)=— B+ A ~—
di (45) dr dr
4 A1) = — 47 A 4
dt di

oldugunu goésteriniz.

7. A4 ve B,,t parametresinden bagimsiz operatérier olduguna goére,
.B(t) == pldf 'BO e—idt

bagintisi ile tanimlanan B(¢) operatdriiniin
4
B( =B, + i[A, fB('c) d«c]
0

integral denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gdsteriniz.
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HI.8. Herhangi iki 4 ve L operatdril icin

eLdel—=A+[L A+ 317 L, [L, A]] -+ —317 (L, [L, [L, AT]] + ..

oldugunu gosteriniz. Coziim i¢in Emine Rizaoglu'nua “Kuvantum Mekanigi
Coéziimli Problem Kitabi”na bakimiz. Problem : V. 33.
LY. Eger [[4, B}, 41 = 0 ve [{4, B], B] = 0 ise,
ed B — g +B ¥ U]

oldugunu gosteriniz. Coéziim igin Emine Rizaoghw’nun “Kuvantum Mekanig
GCozimlii Problem Kitabi”na bakiniz. Problem: V. 34,

IIL.10. A ve H herhangi iki operatér olduguna gére
-]
— [4, 6] = e f e [4, H] e di,
0

bagintist ile verilen KUBO 6zdegligini ispatlayimz. COziim i¢in Emine Rizaog-
In”nun Kuvantum Mekanigi Cozimlii Problem Kitabina bakiniz. Problem:
V. 37.
]
Yol gosterme: F = f e’ (4, H] eF g\ yazinz.
0

IIL.11. ¢ keyfi bir kompleks sibit olduguna gére

(W AW, = c(¥p, A,
(€Y, AY,) =c* (Y, AVY,)
bagintilarim ispatlaymiz.
IIL.12. S benzerlik doniisiimil ile ® ve y vektdrleri @ = S®’, y = Sy’
seklinde déniigtiirithiiyor. (@, y) skaler ¢arpimunin déniisiimle degismemesi, yani

invaryant kalmasi igin doniiglimiin tiniter olmasinin gerek ve yeter sart olduunu
ispatlayiniz.

Yol gosterme : S operatériiniin tanim bagmtisini kullaniz.

I1.13. L= - I.B L ,L= ! -+ L Bl
A A+ B A A+B A4 A+ B A+B A4

operatdr Ozdesliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.




IV. BOLUM

ACISAL MOMENTUM
VE SPIN

(Iv.1) ACISAL MOMENTUM VEKTOR OPERATORUNUN GENEL TA-
NIMI, SKALER KARESININ VE BiR KARTEZYEN BILESENININ
OZDEGERLERI

J agisal momentum vektor operatdrii
IxJI=ihl, Jt =17 av.Ly

bagintilart ile tammlamr. L yoriinge agtsal momentumu vektér operatdriiniin bu
bagintilar1 sagladifs paragraf (1.9.) ve (111.7) de gosterilmisti. Gene paragraf (1.9)
da, L nin (IV.1.1) deki birinci bagintyr saglamasimin sonucu olarak kartezyen bi-
lesenlerinin

[32,J1,1=0, [32,7,1=0, [32,71=0 (IV.1.2)

bagintilarim sagladign ispatlanmists. J nin [e,, e, , e,] kartezyen birim taban vek-
torleri cinsinden ifadesi

J=e,J, +eJ +eJ (Iv.1.3)

seklindedir. J,,J,,J, kartezyen bilesenlerinin kartezyen taban vektorleri ile,
komiitatif oldugu varsayihyor. Boylece

p=J.J=1J (Iv.1.4)

bagintist ile tamimlanan $ operatSriiniin kartezyen bilesenler cinsinden ifadesi
p=J2+ J2+ J2 (IV.1.5)

seklindedir. O halde, (IV.1.1) tamm bagmntisindan elde edilen (IV.1.2) bagntilar:
B, J)=1IB,J,]=1B,J]=0 (IV.1.2a)

seklinde de yazilabilir. Paragraf (II1.18) de ispatlanan teoreme gore, iki operator
komiitatif ise, bu iki operatoriin ortak 6zfonksiyonlar: vardir. O hélde, (IV.1.2a)

192
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bagintilarinin sonucu olarak, § operatdriniin J, , J, , J, kartezyen bilesenlerinin
her biri ile ortak &zfonksiyonlar: vardir. B min J, ile ortak 6zfonksiyonlar: y
olsun. O hilde

By =2ty (IV.1.62)
Yy

Loy =mhy (IV.1.6b)

ozdeger denklemleri yazlabilir. (IV.1.6b) bagintisindan, (ITI.16.6) bagintisina
benzer sekilde

Py=nmt#y (IV.1.6¢)
bagmtisi elde edilir.
(IV.1.1) tanim bagintilarinin kartezyen bilesenler cinsinden ifddeleri
,,J.]=itJ,, ,, L] =ikJ,, ., J,)=i#J, (IV.1.7a)

ve
Jr=17., I =17, Jr =1, (IV.1.7b)
sekillerindedir. Simdi
n=J,+1iJ, (IV.1.82)
bagintisi ile | operatéril tamimlamrsa, (IV.1.7b) bagintilarindan 6tiirii
nwt=J,—iJ, (I1V.1.8b)

elde edilir. Son iki bagint1 taraf tarafa sagdan ve soldan ¢arpilirsa (II1.8.25) ba-
bagmtilarina benzer sekilde

W=, —iJ) U FiT)=Ji+ I il J]  (IV.19)
nnt =, +iL) T, —iJ)=Js+J5—ilJ,,J]  (V.L.9b)

bagintilart elde edilir. Bu bagintilardan da (IV.1.5) ve (IV.1.72) bagintilarinin
kullamlmas: ile

wn=p—J2—#J, (IV.1.102)
ot =p—J>+hJ, (IV.1.10b)

elde edilir. Bu bagntilarin yardimi ile ™1 ve mn* operatorleri y Szfonksi-
yonu tizerinde islem yaparlarsa, (IV.1.6a,b,c) bagintilarima kullanarak

"WJ“‘P=W—J§\V+ﬁJz\p=Mr—m2£2\p+mﬁ2w

veya
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n"my=A—m@m+ D#}y (IV.1.11a)
NMtyv=RAk—m@m— DAy (IV.1.11b)
sonuglarina vanhr. Bu bagmtilar, B, J, ve J§ nin ortak O§zfonksiyonlart olan

¥ nin Nt ve NN operatérlerinin de ortak &zfonksiyonu oldugunu géstermek-
tedir. (IV.1.11a) ve (IV.1.11b) bagintilar1 soldan skaler olarak v ile ¢arpilirsa

W, "y =R —m@m+ D#H] (v, v) (IV.1.12a)
(W, an* y) = [A — m(m — D) #*] (y, y) (IV.1.12b)
bagmtilan bulunur.

Bir A lineer operatériiniin 4% ile gosterilen HERMITsel eslenigi, (I11.6.1)
tanim bagintisinda v, ve vy, keyfi vektorleri aracilifs ile agafidaki gekilde veril-
mistir :

(‘l’n ’ A+ q’m) = (A v, tp’m) = (‘l’m ’ A Wu)*
Bu tamum bagintisinda

¥V, =V, A=n, Y = NY
yazilirsa

(v, 1™ (M) = (v, 1y) = (ny, ny)* (IV.1.13a)
bagintisi, ve

v,=v, A=n% AT =1, ¥, =17y

yazilirsa,
W, )=m" v, n"y) ="y, y)* (IV.1.13b)
bagintist bulunur., Bu bagintilar, (IT1.1.4), (II1.1.5) ve (I11.1.8) bagintilarina g&re
. )=y, ny) = [[ny|| =0 AV.1.142)

w.anty) = y,nty) =[nty[j=0 (IV.1.14b)

sonuglarint verirler. (IV.1.14a) bagintisindaki esitlik igareti ny = 0 igin ve
(IV.1.14b) bagintisindaki esitlik igareti de n* w =0 igin gegerlidir. Ote yandan,
(I1.1.5a) bagntisina gore

y#0igin: (y,y)=|y]|>0
oldugundan, (IV.1.14a) bagimtisimin (IV.1.12a) bagintis1 ile karsilastirilmasindan
A—mm+ DR Z0
veyd

x+iﬁ=z(m+i)zﬁ2.>:o
s - 2] "=

veya
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1 1 112
‘m+?]ﬁ§(l+z—ﬁ2) (IV.1.153)

bagintis1 bulunur. Benzer sekilde, (IV.1.14b) bagintisimin (IV.1.12b) bagmtist ile
karsilagtirimasindan

A—m(m— DA =0
veya

I 1\2
A —#Z(m——) # =0
4 2

veya

1 1 ,,\12
lm_—z-lﬁg (?L—i—zﬁ’) (AV.1.15b)

bagmtis1 bulunur,

Eger (IV.1.12a) ve (IV.1.12b) bagintilar: taraf tarafa toplanip 2 ye boliiniirse
ST Y @A Wl = Q=) () AV.1168)

bulunur. (IV.1.14a) ve (IV.1.14b) bagintidarimin yardimi ile (IV.1.16a) bagintisi
0.~ m ) v == (vl + "yl z0  @V.L16b)

seklini alir. (y, y) > O oldugunu hatirlayarak, (IV.1.16b) bagintisindan

A—m# =0
veyd
Azm## 0 (IV.1.17)
sonucuna varihr. Simdi
i i 1/2
(j + ?) ;= (x + TﬁZ) (IV.1.18a)

bagmtisinin aracilif ile j boyutsuz biyiikliigiini tanimlayalim. Bu tanim bagin-
tistnin her iki yammin karesi alinirsa

1 1
Mt —# =2 =)
ryr=(rtitg)

veya
A=jG+ DA (Iv.1.18b)
bulunur, (IV.1.17) bagintisindan
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x+—l-ﬁ2_-;>._—l-ﬁ2
4 4

veya
1 112 1
e de)" 2 Ly
( 4 2

elde edilir. (IV.1.18a) tanim baZintisi bu bagintida yerine yazilirsa

veya
jz0 (Iv.1.19)
sonucuna varilir,

Eger (IV.1.182) tanum bagintis1 (IV.1.15a) ve (IV.1.15b) bagmntilarinda yer-
lerine yazilirsa

1
m -+ —
2

A

i+ —;- (IV.1.202)
k' =
1

V.1.20b
> a )

1
m—-—1=j-+
> | =7

bagmtilan bulunur. (IV.1.19) bagintisina gore
1
i+ —=>0
J 2
esitsizligi elde edilir. Ote yandan, bilindigi gibi, x ve @ iki reel say: ise

a>0kn x| = a

bagintisi
—a=x=a
sonuglarim verir. O hilde,
x«——mi—l-, a=j—[—i>0
2 2
alimirsa, (IV.1.20a,b) bagintilart
—J-——;—é +—;—_=§j+—;- (IV.1.21a)
“J—-Lém—l-éj+-}- (Iv.1.21b)
2 2 2
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sekillerini alirlar. Bu iki esitsiziik takmmmmn birincisinin her ii¢ yanindan 12
¢ikanlir ve ikincisinin her ii¢ yammna 1/2 eklenirse

—Jj—1=mzj
—JjE=Em=j+1
elde edilir. Bu iki esitsizlik takimi
—JjEm=j (Iv.1.22)

seklindeki bir esitsizlik takimu olarak yazilabilir. j = 0 oldugu icin (IV.1.22) ba-
gmtisi

|lm| =j (Iv.1.22a)
seklinde de yazilabilir.
(IV.1.83) ve (IV.1.7a) bagintilannm kullanarak
In—nl,=J U, +il)—({,+iJ)J,
=L, =, —il,J.—JJ)
=ihlJ,+#HJ,
=#{J,+iJ)
veya
Jn—nJ, =#n (IV.1.23a)

sonucuna vanilir. Bu bagimtimn her iki yaninin HERMITsel eslenigi almrsa ve
sonra da — 1 ile g¢arpilirsa (IV.1.7b) bagmtisinin yardim ile

JInt—nJ,=—#n* (dVv.1.23b)

sonucuna variir. Son iki baginti
Jon=nJ,+#in (IV.1.23a)
Jnt=ntJ,—An*t (IV.1.23b)

sekillerinde de yazilabilir. Bu bagintilarin yardum ile J,m ve J,n" operatérleri
y Ozfonksiyonu iizerinde islem yaparlarsa, (IV.1.6b} bafintisinn kullanarak
Sny=nly+iny=miny +iny
Ity =ntLy—Anty=minty —finty
veya
JINy=m+ Dany (IV.1.24a)
Jaty=m—Dinty (IV.1.24b)

sonuclarina varilir. Bu bagmtilara gore, efer vy, J, operatoriiniin bir 6zfonksi-
yonu ise, ny ve Ny de J, operatériiniin birer dzfonksiyonudur. Oyle ki, J,
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nin y ye ait # cinsinden &zdegeri m ise, Ny ye ait Szdegeri m+1 ve nty
ye ait dzdegeri de m — 1 olur. Ote yandan, m 6zdegerler dizisi (IV.1.22) bagmn-
tisina gére hem asagidan, hem de yukandan simirhdir. Boylece J, operatériiniin

LAYyt Y,y
seklindeki &6zfonksiyonlar: dizisine ait 6zdegerler dizisi
mm+i,m+2,m+3,.. . m+p=j
seklindedir ve
vty NPy, nty L ntly
seklindeki 6zfonksiyonlar: dizisine ait 6zdegerler dizisi de
mm—lm—2m—3,.m—g=—j
seklindedir. Siiphesiz burada p ve ¢, sifir veyd pozitif tamsayilardir. O halde,
m Ozdegerinin
—j=m=j av.i.22)
araligindaki degisimi
Mm=j—(—j)=m+p—(m—yq)
veya ‘
Am=2j=p-+q

seklindedir, yani 2j, stfir veyd bir pozitif tamsayidir. 2j, vya sift, ya da tek bir
tamsay1 olabilir, n =0, 1, 2, 3 ,... olmak iizere
2j = 2n ise: j=n=0,1,2,3, ...
. 1 1 3 5 7

2j=2n41 ise: =4 ==, =, —,—, ..

/ / 2 2 22 2
elde edilir. O halde, (IV.1.19) bagintisina gére j = 0 olmak iizere, j kuvantum
sayisi

J=0,—, 19—3_’ 2ai’ 39‘19 see
2 2 2

degerlerini alir. Yani, j bir tamsay1 veya bir buguklu tamsay: olabilir.

(IV.1.18b) bagmntiss (IV.1.16a) ozdeger denkleminde yerine yazilirsa, (IV.1.
6b) 6zdeger denklemi ile birlikte

Py = j(J + D # Yy (IV.1.25a)
J: Yim = mA Yjm (IV.1.25b)

yazilabilir. J* ve J, operatérlerinin v, ortak 6zfonksiyonlan, J? nin j(j + 1)
seklindeki ozdegerini veren j kuvantum saymsina ve J, nin zdegeri olan m
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kuvantum sayisina baghdir. (IV.1.22) bagintisina gore, j kuvantum saywismin be-
lirli bir degeri igin m kuvantam sayisimin 25 -+ 1 adet farklt degeri vardir ve
boylece J, operatoriiniin bu m &zdegerine ait 2j -+ 1 adet farkh vy, 6zfonksi-
yonu vardir. j ye agisal momentum kuvantum sayist ve m ye de izdiigiim kuvan-
tum sayist adh verilir.

J sayis1 ## birimi cinsinden ag¢isal momentumun bityiikliigiini belirler. Klasik
mekanige gegildigi zaman, |J| = j# veyd J* = j? A% yazlabilir. Boylece, fi~> 0
igin j=—> oo elde edilir. J* nin &zdegeri olan

JG+ D =2 (1 +i.)
J

ifadesinde 1/j ek terimi, J,,J,,J, operatdrlerinin komiitatif olmayislarimin so-
nucu olan bir kuvantum mekanig olayint gosterir,

(Iv.2) YORUNGE ACISAL MOMENTUMU VEKTOR OPERATORU

Paragraf (1.9) da ydriinge agisal momentumu vektdr operatorii
L=rxp=—ifir XV (av.2.n
bagintis1 ile tammlanmisti L operatdriiniin
LxL=iaL, Lt=L (Iv.2.2)

bagintilarini, ydni J agisal momentum vektdr operatdriiniin (IV.1.1) ile verilen
genel tamim bagmtilarimt sagladify gosterilmigti. O halde, J = L Jzel hali igin
bir dnceki paragrafta inceleaen biitiin dzellikler gegerli olmalidir. Paragraf (1.21)
de elde edilen
L Y0, (8, 9) = 1(+ 1) #* Y1y (8, 9) (IV.2.32)
L, Yin(5, @) =m# Y1, (8, ¢) (IV.2.3b)
bagintdar: (IV.1.25a,b) bagintilarinin aymdir. Aynica, (IV.1.22) bagintismin bir
6zel hali olan ve j =1 i¢in elde edilen
—Iz=mz=l (IvV.2.49)
bagintis1 gene gegerlidir ve dogrulugu paragraf (1.20) de gosterilmisti. Fakat [/
kuvantum sayist, paragraf (I.15) te gésterildigi gibi yalmz
1=10,1,2,3,4, ..
tamsayl degerlerini alabilir, fakat buguklu tamsayt degerlerini alamaz. Ote yan-

dan, genel teoride belirsiz olan v, Ozfonksiyonlari, her 6zel bil igin oldugu
gibi, bu 6zel hil igin de belirlidir ve
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Yim = Yim (8, ¢} (Iv.2.5)
kiiresel harmonik fonksiyonlarindan ibarettir.

(Tv.3) BiR LINEER OPERATORUN MATRIS TEMSILI

A herhangi bir lineer operatdr ve {v,,} HILBERT uzaymn herhangi bir or-
tonormal taban vektdrleri takum olduguna gore, 4y, = ®,, vektorleri séz ko-
nusu taban vektorleri cinsinden

Ay, =0, = Z ap ¥, AV.3.1)

n

seklinde seriye agilabilir.

e, v) = [yt v,dv =3, av.3.2)

ortonormallik bagntilanini géz Oniinde bulundurarak (IV.3.1) bagintisiun her
iki yamim1 soldan vy, taban vektOrii ile skaler olarak g¢arparsak

(wk , A Wm) == Z L (‘I‘k » ‘I’n) = Z Lm akn = Gy

n n

veyd
G = (W2 AV, av.3.3)

sonucuna varilir. Boylece, A4 vy,, vektorlerinin (IV.3.1) bagintis1 ile verilen agilim-
larinda q,, acihm katsaydarnmn y, ile A4 vy, vektorlerinin skaler ¢arpimilan ol-
dugu ispat edildi. Siphesiz a,, agihim katsayilart genel halde kompleks sayi-
lardir.

A lineer operatdriinii temsil eden kare matris gene 4 harfi ile gGsterilir
ve bu matrisin (A),,, elemanlari a,,, acihm katsayilari olarak tanimlanir. O halde

s = D = W > AY,) = [ W Ay, de Iv.3.4)

bagintisi, A lineer operatSriiniin matris temsilinin tamim bagntisidir,
A ve B herhangi 1ki kare matris ve bu matrislerin gene! elemanlan «,,, ve
b,, ise, ve ¢ herhangi bir kompleks sayt ise, matrislerin 6zellikleri asagidaki
bagintilarin aracihig ile siralanabilir :
()  iki matrisin toplam
(4 + By = @y + b,

(ii) Bir matrisin bir say ile ¢carpim

(CA)mu = C Qy,y,



BIR LINEER OPERATORUN MATRIS TEMSILI ¥ 201

(iii) 1ki matrisin egitligi
A = B ise, a,, = b,, dir, veyd a,, = b,, ise, A = B dir.

(iv) Iki matrisin carpim
(AB)mn = z Bk bkn

k

(v)  Bir matrisin HRERMIiTsel eslenii
(A Yy = (A%) o = (D = i

Ote yandan, (IV.3.4) tamm bagntisinin sonucu olarak, lineer operatdrierin
matris temsillerinin 6zelliklerinin matrislerin yukarda verilen 6zelliklerine uydugu
agafida gosterilmistir :

B Y, A+ B)Y,) = (W, 4V,) + (¥, By,) oldugu igin :

(4 + B),, = (A)pn + (Bun = @y + b, (Iv.3.5)
) (y,,cdw,) =c(y,, Ay, oldugu icin :
(cA),y = ¢ (A),, = C a,, (IV.3.6)
(i) A = B ise, (y,,, Av,) = (v, , By, oldugu igin :
A= B ise: (4),,=(B),, veyd a,, =b,, av.i.n

(iv) (Bly = by, olmak lizere, Once
B q’n = Z bkn Wy
k
bagintisim soldan A ile garparak ve sonra
ABW::: ZbknA Yy
k

bagintisim1 soldan v, ile skaler olarak ¢arparak

(‘[’ma AB ‘pn = bem (‘Pm’AWk)
k

bulunur ve béylece

(AB) = > (B A = > Gyt by, (IV.3.8)
k

%
sonucuna varilir. Ote yandan, (IV.3.8) bagintisina gére

(4B — Bd)py = > (@t by = b @) # 0
k
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oldugundan, komiitatif olmayan operattrlerin matris temsilleri de komiitatif de-
gildir.
(v) A* HERMiTsel eslenik operatériiniin (I11.6.1) tamm bagintisina gdre
W AT YD) =AY, V) = ¥, 4V,)*
oldugundan
(A ) mn = (Ao = i (IV.3.9)

bulunur. Eger 6zel hilde 4 operatsrii HERMITsel ise, bu operatérii temsil eden
matrisin elemanlar:

(A)mu = (A):‘m
veya
@ = Goom Iv.3.10)
bagmtisiu sagla.

Elemanlan a,,d,,, seklinde olan bir kare matrise késegen matris ad1 verilir
ve boyle bir matrisin birinci kdsegeni iizerinde olmayan elemanlarinin hepsi sifir-
dir. Ozel halde, elemanlar: §,,, seklinde olan bir kdsegen matrise de birim matris
adi verilir.

(wm H I wn) = (Wm » ‘!’n) = Smn
oldugundan, birim operatfriin matris temsili birim matristir.

Bir A lineer operatdriiniin ¢ok 6zel bir matris temsili, bu operatdriin kendi
Ozvektorleri cinsinden olan temsildir. Yani

Ay, =y, (IV.3.11)

Ozdeger bagmtist ile tamimlanan v, Ozvektorleri taban vekidrieri olarak segili-
yor. Eger A operatérii bir dinamik degiskeni temsil etmek tizere HERMIiTsel ise
taban vektSrleri ortonormal olur :

AT = A4 igin: v, ,¥,) = 3,, (Iv.3.12)
Son iki bagintidan

Ym> AV) =2y, ¥,) =1X,3,,=a,,
veyd A, = a,, oldugundan
(A = a,, O (Iv.3.13y

nn —mn

sonucuna varilir. O hilde, bir HERMITsel operatdriin kendi zvektorleri cinsin-
den matris temsili bir késegen matristir ve bu matrisin kdsegen elemanlar1 da séz
konusu operatériin $zdegerlerinden ibarettir.

A ve B operatdrieri komiitatif ise, paragraf (IIL.18) de ispatlanan teoreme
gbére bu iki operatoriin
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Av,=21, vy, (IV.3.14a)
ve

By, = W ¥y (IV.3.14b)

Ozdeger denklemleri ile belirlenen ortak v, O6zvektdrleri vardir, O hilde, 4 ve
B operatorlerinin v, ortak &Szvektorleri cinsinden matris temsilleri birer k&se-
gen matristir :

e = (D = My S g (IV.3.15a)
bin = (Bl = By 4, (IV.3.150b)

Ote yandan, (iv) dincii 6zellige gore, iki operatériin ¢arpimimin matris temsili
bu operatdrierin matris temsillerinin ¢arpimina esittir :

(AB) = 2, i b (1V.3.89)
k

B = D b (IV.3.8b)
k

{IV.3.15b,a) bagintiiar1 (IV.3.8a,b) bagintilarinda yerlerine yazilirsa

(AB)mn = z'm A 2 amk Skn = A'm Ry amn
k

(BA)mn = pm ln Z 8m.&: Skn = HWn }'n Smn
k

veya
(AB)yn = (BA)pp = Ay Wy, oy (IV.3.16)

sonucuna varthr. (IV.3.16) bagintis1 kdsegen iki matrisin carptmimin komiitatif
ve gene késegen bir matris oldugunu ve kodsegen elemanlarimin da ¢arpan mat-
rislerin karsithkli kdsegen elemanlarimin ¢arpimlarina esit oldugunu gostermek-
tedir.

{V.4) ACISAL MOMENTUM OPERATORLERININ MATRIS TEMSIL-
LERi

(IV.1.25a,b) bapgintilarina gore J* ve J, operatorlerinin 6zdeger denklemleri
P yim =j(7) + 1) Ypm (1V.4.1a)
Iz Wim = M A Yy (IV.4.1b)

sekillerindedir. v, Ozvektorleri her ikisi de HERMITsel olan J ve J, opera-
torlerinin ortak ozvektdrleri oldugundan

Wym > Wim) = Oy B m (IV.4.2)
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ortonormallik bagintilanim gergeklerler. Belirli bir j° = j degeri i¢in bu ortonor-
mallik bagntilar

(Wi » Wim) = Om'm (IV.4.22)
sekillerini ahrlar, (IV.4.1a,b) bagintilarin1 soldan skaler olarak w;,s vektérii ile
garparsak

W » B im) = 5G4+ DB Wi > Wim)
Wime » 2 Wim) = MB (YW, Wim)

bulunur. Bu bagintilarin son yanlan v, temsiline gére J? ve J, operatorlerinin
matris temsilleridir. Ote yandan, (IV.4.2a) bagntisini bu bagntilarin sag yanla-
rinda yerine yazarsak

(Jz)m'm =j(G+1) A2 O’ m (IV.4.3a)
Ddmm = m#A Opy (IV.4.3b)

sonuglarina varihr. J? ve J, operatorlerinin matris temsilleri kdsegen matrisler-
dir. J, matrisinin kosegen elemanlan J, operatSriiniin m# Szdegerlerinden iba-
rettir. J* operatdriiniin dzdegerleri m ye bagh olmadigindan, J* matrisi I birim
matrisi ile orantilidir :

P=j+ DRI (IV.4.4)
Belirli bir j igin J2,J.,J,,J,, N ve 1T operatdrlerini temsil eden kare matris-
lerin mertebeleri (27 + 1) X (2j + 1) dir.

n ve nT operatérlerinin v, temsiline gbre matris temsillerini bulabilmek
icin evvelce yazdifimiz (IV.1.24a,b) bagintilarint hatirlayalim :

TNV = (m + 1) iy (IV.4.52)

Lo W = (m — D AT Vim (IV.4.5b)

Ote vandan, (IV.4.16) bagintisini, m yerine bir kez m + 1 ve bir kez de m — 1
koyarak yazalim :

Jz Yim+1 = (m + I) # Wim+1 (IV46&)
I Wpm—t = (m — D} By ma (IV.4.6b)

(IV.4.52) bagintist (IV.4.6a) bagmntisi ile karsilagtinlirsa J, operatériiniin m - 1
Szdegerine ait Szvektdriin N Wy, Veyd Wym+1 oldugu goriiliir. O hélde, 1y,
dzvektOrii, Wjm41 OzvektOril ile orantih olmalidir ve B, yalmiz m ye bagh bir
orant1 katsayisi olmak iizere,

N Vim = B Wim+1 (IV.4.72)

bagintist yazilabilir. Benzer sgekilde, (IV.4.5b) bagmntisi (IV.4.6b) bagintist ile
kargilagtirtirsa J, operatoriiniin m — 1 Ozdegerine ait OzvektSriiniin it v,
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veyd Yjm— oldugu goriliir. O hilde, n* vy, Szvektdrii, Yjm— Ozvektorii ile
orantili olmahdir ve a, yalmz m ye bagh bir oranti katsayis1 olmak iizere
N Yim = @, Yym—1 (I1V.4.7b)
bagintis1 yazilabilir. Ote yandan, (IV.1.18b) bagmtis1 (IV.1.11a,b) bagintilarmda
yerlerine yazilirsa
M MY =00+ D — m@m + DA gy (1V.4.8a)
NN Wm =0+ D —m@m — DI Ym (IV.4.8b)

bagintilan1 elde edilir. (IV.4.7a,b) bagintilarindan (IV.4,8a,b) bagintilan elde edi-
lebilirse B, (j) ve a,(j) katsayilar1 m ve j nin fonksiyonlar: olarak bulunabilir.
Bu maksatla 6nce, (IV.4.7a) bagintisinda m yerine m — 1 ve (IV.4.7b) baginti-
sinda da m yerine m 4 1 yazalm :

N Yim—1 = Bm—l Wim (IV493)

N Wamst = Gt Vi (IV.4.9b)

bulunur, Simdi de (IV.4.7a) bagintisim soldan n* ile ve (IV.4.7b) bajintisim
da soldan m ile garpalim ve elde edilen sonuglarda (IV.4.9b,a) bagintilarim yer-
lerine yazalim :

NN Wi = By N Wima1 = Bry Qo1 Wim (1V.4.10a)

NNF Yim = 0, M Wim—1 = @ Bt Wi (Iv.4.10b)

(IV.4.10a,b) bagimtilarn (IV.4.8a,b) bagintilarinin aymdir. (IV.4.8a,b) bagintila-
rinm sag yanlanmt c¢arpanlara aywrsak, karsilastirma yolu ile a, ve B, katsa-
yilari arasinda
B Oms1 = ( — m) (f + m + 1) 72 (IV.4.11a)
O Bra=0G+myG—m+DH (IV.4.11b)
bagintilar1 bulunur. (IV.4.11b) bagintisinda m yerine m + 1 yazilirsa (IV.4.11a)
bagimntist elde edilir. Yani, bu iki bagint1 biribirlerinden bagimsiz degildir. Bu se-

bepten &tiiril, @, ve B, katsayilarinin belirlenebilmesi igin bunlar arasinda ikinci
bir bagintiya ihtiyag vardzr,

(IV.4.7a,b) bagintilarini soldan skaler olarak vy, vektoril ile garparsak

(ij' > ij) = Bm (‘[{;‘m' ) Wf.m+l)
(‘me‘ s 11+ ‘me) = Uy (q’}m’ H ‘I’J‘,m—-l)

bulunur, Bu bagmtilarin sol yanlar y;, temsiline gore n ve n* operatérlerinin
matris temsilleridir. Bagintilarin sag yanlan ise, (IV.4.2a) bagintisinda m yerine
bir kez m + 1 ve bir kez de m — 1 yazarak belirlenebilir :
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Wome s Wim+1) = S, ma1 (IV.4.2b)
(Wym » Wim—1) = S,y (IV.4.2¢)
O hilde, (IV.4.2b,c) bagintilarim1 yukarda yerlerine yazarak
Ao == Pon O 1 (IV.4.12a)
Nt m = Gy O’ et (IVt4.12b)

sonuglarina varihr. Bir matrisin HERMITsel esleniginin tammina gére nt.
ile M, . arasinda

k., = N (IV.4.13)

bagintis: vardir. Iste bu baginti @, ve B, katsayilarimn arasindaki ikinci ba-
gintiyr verir. Paragraf (I11.23) te verilen KRONECKER deltasina ait

Bn = B (IV.4.14a)
Smtkntk = Omn (IV.4.14b)
.f;n amn =j;: Smn (IV1414C)

bagintilari, s6z konusu bagintinin eide edilmesini saglar. (I¥V.4.12a,b) bagntilar:
(IV.4.13) bagintisinda yerlerine yazihrsa

@, Ot mm—1 = B::’ 8m,m’ +1 (IV.4.132)
bulunur. (IV.4.14a,b) bagintilarma gore

8m,m'+l = Opu-lm’ = am',m-»l
yazdabilir. O hilde (IV.4.13a) bagmtist, (IV.4.14c) bagntisimt kullanarak
a,, Bm’,m_—l = B:t' 8m',m—l = 6:::-——1 8m’,m---l (IV4l3b)

seklini alir. Bu son bagintidan
a,, = Pr— (IV.4.15)

sonucuna varilir. (IV.4.15) bagintisinda bir kez m yerine m + 1 yazarak, bir kez
de kompleks eslenik alarak

Ayt = B:: s Bm-—-l = (1::

bagintilan elde edilir. Bu bafintilardan birincisi B, ile ve ikincisi de a, ile
garpilirsa

m Ot = | Bml®s @By = o, P
bagintilars bulunur. Bu bagmtilar (IV.4.11a,b) bagmtilarinda yerlerine yazilirsa
Bul?=0G—m(+m+ A
e, 2=+ m(—m- 1)#
veyad
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1B | = #[(j — m) (j + m + D] (IV.4.16a)
lo, | =A1G+m)(j—m+ D]'2 (IV.4.16b)

sonuglarina vanlr. Boylece B,,(j) ve a,,(j) kompleks saydlarinin modiilleri he-
saplandl. Bu kompleks sayilarin argiimanlarn 9 ve 8’ ise

B = | Bml €®, a, = |a,|e” (1V.4.16c)
yazilabilir. {8, | = |ea, | oldugu i¢in
Bm-l = le-—l I eiﬂ = laml eie
ve buradan
Br—1 = o, | e*®

bulunur. (IV.4.15) bagmtisinda yerlerine yazarak

|0, e = |a, [
veyd
0'=—0 av.4.am
sonucuna varihr. vy, Szvektoriinlin
. Yim = 0 Y, (IV.4.1b)

Szdeger denklemini sagladifim biliyoruz. C keyfi bir sdbit olmak iizere C y,
vektorit de aym ozdeger denklemini saglar. y;, ve C vy, aym kuvantum halini
gdsteren vekidrler olduguna gdre normlar: da aym olmalidir, O halde,

(CYm s CWim) = (Wim » W) ()
veya
[1Cumar = [yl as (i)
yazilabilir. Bu bagintilar
1 C i 2 = | Wy [ (tii)

yazmayla esdegerlidir. (i), (i) ve (iii) bagmntilanindan herhangi birinin dogru
olabilmesi i¢in C keyfl sibiti

|CPP=1 (iv)
bagintisini gergeklemelidir. a keyfl bir reel sibit olmak iizere C keyfi sibiti
C = gi= (v)

seklinde segilirse (iv) bagmtistm gercekler. e'* ya far carpam ve o ya faz acist
adt verilir. Simdi m operatSriniin
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Novrm = (‘VJM' s N ‘[’im)

seklindeki matris elemaninda v, vektdrit yerine ey, vektOriinil ve w;,. vek-
t6rii yerine de e vy, vektoriinii alalim :

Nowrm = (Wjme €% 5 1 Yym €1
veya
Mo = €= (W , N Wpre) (vi)
bulunur. a ve o’ faz agilar arasindaki farka faz fark: adi verilir ve
=a—a (vii)
ile gosterilir. O hilde, (IV.4.12a) bagintisimn yardum ile (vi) bagintisi
M'm = € P, Oprmt1 (viii)
seklinde yazilabilir, Benzer gekilde, (IV.4.12b) bagintisi
Movm = €71 @, Sprm (ix)
sekline doniigiir. (viii) ve (ix) bagintilanindaki ¢ faz farki keyfidir ve e*#® ye
keyfi faz ¢arpamt ada verilir. ¢ keyfi oldugu igin ¢ = O alinabilir ve (viii) ve
(ix) bagintdar yeniden (IV.4.12a,b) bagintilarina doniigir. (IV.4.17) bagntisim
kullanarak (IV.4.16¢) bagintilari
B, =1B,]¢e*, o, =|a,|le " (IV.4.16d)
seklinde vyazilabilir. (IV.4.16d) bagntilari (IV.4.12a,b) bagintilarinda yerlerine
yazilirsa bu bagintilar
Nowrm = €| B, | Smrmt1 (IV.4.18a)
N = €| 0 | S et (IV.4.18b)

sekillerini alirlar. (IV.4.18a) bagmtisinda e®, (viii) bagmtisina benzer sekilde
keyfl faz carpamidir. 8 = 0 almursa ve (IV.4.16a,b) bagmtilar (1V.4.18a,b) ba-
gmtilarmda yerlerine yazilirsa

Nwm = A (G —m) G+ m+ DIV2 8, mit (IV.4.192a)
Narm = 81+ m) G — m + DI 8y (IV.4.195)
sonuglanna varilir. Siiphesiz (IV.1.8a,b) bagintisilarindan eide edilen
1
Jy = 7(11+ +n) (IV.4.20a)
J, = —;- M+ —1n) (1V.4.20b)

bagintilarinin yardimi ile (J )mem ve (J,)'m matris elemanlar kolayca yazilabilir.
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0=0 i¢in B,,=| B, |, @,,=|t,, | oldugundan, (IV.4.16a,b) bagintilari (IV.4.7a,b)
bagintilarinda yerlerine yazilirsa

e ) Vim =k —m) G+ m+ D" ymea (IV.4.21a)
e =) VYm=0[+m(—m-+ D)2y, (IV.4.21b)

sonuglarma vanlir, Son olarak, (IV.4.21a,b) bagintilarnin J = L §&zel hiline
ait bir uygulamasi olan

Ly + L) Yim=h[(0—m I+ m-+ DI'? ¥Vimy (IV.4.22a)
(Ly—iL) Yim=k[0+m({(—m+ DI"? Yim (1V.4.22b)
bagintilanim1 yazalim. Bu bagmtilardan paragraf (IV.8) de yararlanacagiz.

{dv.5) SPIN ACISAL MOMENTUMU VEKTOR OPERATORU, ELEK-
TRONUN SPINi

SCHRODINGER dalga denklemi atomlardan ¢ikan 1518a ait spektroskopik
cizgilerin deneylere genellikle ¢ok iyi uyan bir agiklamasm: vermekle beraber, de-
neysel sonuglara uymayan kiiciik farklar bulunmugtur. Bu kiigitk farklar, elektro-
nun yoriinge agisal momentumuna ek olarak bityiikliighi #/2 olan ve spin adi ve-
rilen bir i¢ agisal momentuma sahip oldugu farz edilerek agiklanabilir. Bu ig agisal
momentum, sanki elektronun kendi etrafinda d6nen bir kati cisimmig gibi farz
edilmesi ile agiklanmaya ¢ahsildi, fakat higbir basan elde edilemedi. Daha sonra
DIRAC elektron igin bir rolativistik dalga denklemi elde etti. DIRAC m rolati-
vistik dalga denklemi elektronun spininin varligim kendiliginden ortaya koymak-
tadir, DIRAC denkleminin rélativistik olmayan yaklasik hali igin elektron gene
sanki #4/2 biiyiikligindeki bir spine sahipmis gibi davranmaktadir. Bu sebepten
Stiirit, bu bsliimde PAULI tarafindan ortaya atilan spinin rélativistik olmayan
teorisini inceleyecediz ve nereden geldigini anlamaya ¢alismadan spinin agisal
momentuma eklenmesi gerektigini ampirik olarak kabul edecegiz.

Spin acisal momentumu vektor operatorii J = S ile gosterilir ve agisal mo-
mentum kuvantum sayist da j = s = 1/2 bagmtisi ile tanimlamr. S? ve S, ope-
ratdrlerinin ortak SzvektOrlerine spindr adi verilir ve

Wipm = Xm

ile gosterilir. J =8 ve j=s=1/2 igin
1 {1 3
JjG+D=st+1 2(2 ) 1

oldugundan, (IV.1.25a,b) bagintilan
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S? Y = -—z—r’zz Len (IV.5.1a)
S, %, =mhy, (1V.5.1b)

sekillerini alir. (IV.5.1b) bagmtisindaki m Szdegerlerinin sayist
Zj+1=2s+1=1+1=2
dir. (IV.1.22) bagmtisina gore iki farkh m 6zdegeri

1A

m

A

—% (1vV.5.2a)

N |-

bagintis1 ile belirlidir. (IV.5.2a) bagintistna gore

m= % -;— (IV.5.2b)

yazilabilir. O halde, iki farklt 6zvektor veyd spindr vardir ve bu spindrler igin

Yoo = G, X =P (IV.5.3)
tanimlar: yapilirsa (IV.5.1b) bagintisi
Sza=—;—z’za, S,[3=—-;—ﬁ]3 av.5.4

seklinde iki bagint1 verir.

Simdi S spin vektdr operatoril yerine
S= —12-— ho (AV.5.5)

bagmtisi ile & boyutsuz spin vektor operatdriinii tammlayalim. Ote yandan, agisal
momentum vektdr operatdriiniin (IV.1.1) ile verilen genel tamim bagintilarina gére

SXxS=i#S, St=S8 (IV.5.6)

bagintilar: yazilabilir. Eger (IV.5.5) bagintis1 (IV.5.6) bagmtilarinda yerlerine
yazilirsa

-l—ﬁzcxc=iﬁ—1—ﬁcr, —l—ﬁc+=—1~fia‘
4 2 2 2
veyd sddelestirerek
gxe=2ia, ¢t =g av.5.7y

bagintilari elde edilir. Bu bagmtilarin birincisinden, & vektér operatoriniin
o, , 0, , o, kartezyen bilegenleri cinsinden
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0,0, — G,0,=2i0C, (IV.5.8a)
6,0,—0,0,=2i0, (IV.5.8b)
0,6, — 0,0, =2i0, (IV.5.8¢)

seklinde {i¢ bagint1 bulunur. Ayrica (IV.5.1a,b) bagntilarmda (IV.5.5) bagnti-
sima bakarak

1 1

St =—# o2, S,=—*#o,
4 2
yazilirsa, sidelestirerek

@Y, = 3% (IV.5.92)
O, Ym = 21 Yy (IV.5.9b)

Szdeger denklemleri elde edilir. Ote yandan, (IV.5.2b) bagmtist
2m=+1 {IV.5.2b)
seklinde de yazilabilir. Boylece, (IV.5.3) tanim bagintilarina gére (IV.5.9b) bagintis
c,0=4d, c,p=—P (IV.5.10)

sekillerindeki iki 6zdeger denklemini verir. Eger (IV.5.9b) bagintis1 soldan o,
operatdril ile ¢arpilirsa

2 Yy = 2M O, Yy = 4M2 %,
elde edilir ve (IV.5.2b) bagintisina gore de 4m? = 1 oldugundan

02 Yo = Ay (IV.5.11)
sonucuna varihr,

Simdi de ©,,c,, 0, operatdrlerinin matris temsillerini bulmaya ¢ahsalim.
{IV.4.4) bagintisina g&re S? matrisi 7 birim matrisi ile orantilidir :

S?=s(s+ DA T= -3—521 (IV.5.12a)

{IV.5.5) bagntisiun yardumi ile bu baginti
6? = 0> + 6> + o2 = 31 (V.5.12b)

bagintisina doniigiir. (IV.5.11) bagintisina gére o> operatoriinlin Gzdegerleri m
ve bagh degildir ve 1 e esittir. Ote yandan
X’ s %) = Omrm (IV.5.13)

oldugundan (IV.5.11) bagintisinin her iki yam soldan Y- ile skaler olarak ¢ar-
pilirsa
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(D)mrm = (Um? » O2 Aow) = Opurm (Iv.5.14)

elde edilir, vani o> operatdrimiin matris temsili I birim matrisinden ibarettir.
Siiphesiz x, y, z koordinat eksenleri biribirlerine esdegerdir ve bunun dogal bir

2 2 .o s . N - .
sonucu olarak ¢y ve o) operatdrlerinin matris temsilleri de I birim matrisine
esittir. O hélde,

6l=02 =0o’ =1 (IV.5.15)

yazilabilir, (IV.5.15) bagintilar1 (IV.5.12b) bagintisi ile tutarhdir. Simdi (IV.5.8¢c)
bagintisinin her iki yamini bir kez soldan ve bir kez de sagdan o, operatorii ile
¢arpalim :

2 .
6,0,0,—0Cy0,=2i0,0,
2 .
6, Cy —0,0,0,=2{G,0,
2 .
bagmntilar1 bulunur. o) = I oldugu igin ve
Io,=o, =0,
oldugu icin bu bagntilar
6,0,6,— G, =2i0, G,
6.,—0,0,0,=20,0,
sekillerini alirlar, Son iki bagint: taraf tarafa toplanmirsa

2i(c,0,+0,0)=0
veya
6,6,+0,0,=0 (IvV.5.16a)

sonucuna varihir. Bu bagintiy1 saglayan ¢, ve o, operatdrlerinin veyd matris-
lerinin antikomiitatif oldukiart sdylenir. Benzer islemlerle

6,0, +0,0,=0 (IV.5.16b)
6,6,+0,6,=0 (IV.5.16¢c)

bagitilars bulunur. (IV.5.16a) bagintis1 (IV.5.8a) bagintisi ile bir kez taraf tarafa
toplanir ve bir kez de taraf tarafa g¢ikarilir ve sonuglar 2 ye boliiniirse

6,0,= — 0,0, =1i0, (IV.5.17a)

bagintilar1 bulunur. Benzer islemler (IV.5.16b,c) ve (IV.5.8b,c) bagintilar ara-
sinda yinelenirse

c,0,=—0,0,=10, (IV.5.17b)
6,0,=—0,06,=10, (Iv.5.17¢)

bagmtilar1 bulunur. (IV.5.15) ve (IV.5.17a,b,c) bagmtilant o, , 6, , o, matrisleri
arasinda matris temsiline bagli olmayan dokuz bagmtidir, $iiphesiz s6z konusu
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olan bu dokuz bagmmt1 o, , 6, , 5, operatdrleri igin de gegerlidir. 25 +1=2 ol-
dugu i¢in o,, 0, ,0, matrisleri 2 X2 nci mertebeden kare matrislerdir §, = —;-h o,

nin kosegen oldugn temsilde S, matrisinin elemanlar1 (IV.4.3b) bajintisina gére

(Sz)m’m = mh O’
seklindedir. O hilde S, matrisi

0
L ( 1 (IV.5.18)
2 \0 —1
seklindedir. Ote yandan, j = 5 = 1/2 i¢in (IV.4.19a,b) bagmtlan

" 1 3 q1/2
s — (_2_ - m) (’{ n m) St et (IV.5.19a)

+ [ /1 3 172
Nwrm — h (? + m) (E' —_ m) S, m—1 (IV.5.19b)

sekillerini alirflar. Bu bagmtilara gére n ve n* matrislerinin yalmiz birer ele-
manlarn sifirdan farkhdir. S6z konusu matris elemanlar

Mz, —12=*4, M=t =*% (Iv.5.20)
oldugundan
0 1 00
== ﬁ > + = ﬁ .5.21
M ( 0 0) n ( . 0) (Iv.5.21)
elde edilir. (IV.4.20a,b) bagintilarma gore
1 i
S, = > (n* +w, S, = rY (nt —m) (1v.5.22)
oldugundan
Sx=lﬁ(0 1), S,=lﬁ(° “’) (IV.5.23)
2 1 O 2 i 0

sonuglarina varihr. (IV.5.5) tanim bagmtisima gore (IV.5.23) ve (IV.5.18) ba-
gmtilarindan o, , 6, , 6, matrisleri elde edilir :

crx=(0 1), oy=(° "‘), c,=(1 N v
{0 i 0 0 —1

(IV.5.24) bagintisa ile verilen matrislere PAULI spin matrisleri adr verilir. Siip-
hesiz bu matrisler yukarda s6z konusu olan dokuz bagintiyr saglarlar.

Simdi (IV.5.9a,b) 6zdeger denklemlerindeki 7, Ozvektdrlerini (yani spi-
nérlerini) bulalim.
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o, X =AY (1V.5.25)
dzdeger denklemindeki y spindrii
y = ( ‘; ) (IV.5.26)

seklindeki bir siitun vektorii ile temsil edilir. O halde, (IV.5.25) 6zdeger denklemi
1 O\ /a a

=} IV.5.27

o -1 (3)=(%) avs2)

(¢.:sa,—7u)')ca(1;;’L _1_0_1)(‘;);—0 (IV.5.272)

seklinde veya

seklinde yazilabilir ve
1—2a=0, —(1+2)b=0 (Vv.5.28)

seklinde iki lineer homogen denkleme ayniir. (IV.5.27a) denkleminin sifirdan
farkh bir ¢oztimiiniin olabilmesi igin katsayilar matrisinin determinant1 sifir ol-
malidir. Boylece

1 —2A 0
Det(c,— A1) = 0 1 =0 (IV.5.29)
veya
—(+MN1-MH=0
denklemi bulunur ve
M=1, A= —1 (1V.5.30)

seklinde iki ¢6ziim elde edilir. (IV.5.25) Ozdeger denklemi (IV.5.9b) &zdeger
denklemi ile kargilagtirilirsa

A=2m (1v.5.31)
bagintis1 bulunur. O halde
m=12igin: M =1 m=—1{21igin: i,=—1 (IV.530a)
sonu¢larina varilir. Bu Szdegerlere ait spinérler
Xurz = ( 32 ) Xtz = (Z) (IV.5.32)

olduguna goére (IV.5.28) denklem sisteminden
M =1 i¢cin: a, %0, b, =0
M=—1 Kkin: a,=90, b,#0
bulunur ve (IV.5.32) spinorleri
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=% (9 1V.5.33
Y2 ( 0 ) ’ X-1f2 (bz ) ( )
sekillerini alir. ¢ spinérii normlanmigsa

rtty=1 (IV.5.34a)

veyd (IV.5.26) ya bakarak
(a*b*)(g)=a*a+b*b=|al2+|b|2=1 (IV.5.34b)

bagmtisina saglamalidir. O hilde, (IV.5.32) bagintist ile verilen spindrlerin norm-
lama sartlan

la, 2+ 15, = a2 + |5,F = 1 (1V.5.35)
seklinde olmalidir. Béylece (IV.5.33) teki spindrlerin normlama sartlan
la i =10, =1 (IV.5.35a)
veya
a, = ¢elor b, = eie (IV.5.35b)

sonuglarin1 verir. @, ve @, keyfi faz sabitleri olduklarindan ¢, = ¢, =0 segile-
bilir ve boylece (IV.5.33) bagintisindaki spindrlerin normlannug sekilleri olarak,
(IV.5.3) tammlarin1 da hatirlayarak

1 0
Xipz =0 = (0 ) » X172 = B = ( 1 ) (IV.5.33a)

bulunur. o, operatorii veyd matriss HERMITsel oldugundan, bu operatoriin
6zvektorleri olan o ve P spindrleri dik olmali, yani

atB=p"a=0 (1V.5.36)

diklik bagintisim saglamalidir. Gergekten, (IV.5.33a) ile verilen o ve B spindrleri
s6z konusu diklik bagmtisim saglarlar.

Simdi de kartezyen taban vektorleri cinsinden ifdde edilen
g=e,0,+e,0, €0,
spin vektdr operatdriiniin,
n=n,e +ne +ne,
birim vektori ile tamumlanan keyfi bir eksen iizerindeki izdiisiimii olan
C,=N.0=n,6,+n,06, -+no, (Xv.5.37)

operatdriiniin 6zdegerlerini ve Szvektorlerini bulmaya ¢alisacagiz. (IV.5.24) ba-
gmtilarina gore
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01 0 —i 0 n,—in
O c,=n, +n = * Y
75 Cx 7F Py O (1 0) ”(i 0) (nx+fn,, 0 )

oldugu igin

C,=N.0 = ( G "J*) (IV.5.37a)
ne +1in, —n,
bulunur. Boylece
C,L=AY (Iv.5.38)
dzdeger denklemi (IV.5.26) bagmtisina goére
( e M i")) (“) — 2 ( ") (IV.5.382)
n,+in, —n, b b
seklinde veyi
(6, —ADy= (::Lny f_;i”;) (:)=0 (1V.5.38b)
seklinde de yazilabilir ve bu matris bagntis
m.—Na+@n,—in)b=0 (1V.5.39a)
(n.+in)ya—(m,+2)b=0 (IV.5.39b)

seklinde iki lineer homogen denkleme ayrihir. Bu denklem sisteminin sifirdan
farkli bir ¢dzimiiniin olabilmesi i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifir
olmahdir. Boylece

Det(c, — Al =|"7" 7“ LR (1V.5.40)
ne +in, —n,— A
veya
A—n)yA+n)—@m,—in)n, +in)=0
N—n— @ +nd)=0
denklemi bulunur. Ote yandan
n.n=r+n4+n=1 (IV.5.41)
oldugundan,
A2—1=0 (IV.5.40a)

sonucuna vanlir. Gergekten, 6, , 6, , 6, matrisleri arasmdaki dokuz bagintinmn
yardimu ile ve (IV.5.41) bagintisim1 kullanarak (IV.5.37) bagmtisindan

or=(n,0,+ n,o,+n,c)=1I (Iv.5.42)

sonucuna vanhr. Ote yandan, (IV.5.38) dzdeger bagmtisim soldan o, ile ¢arparak
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ot =AC, % =AY
bulunur ve (IV.5.42) bagintisindan Stiirii
oy =Ir=x=»2AYy
veyd gene
AM—1=0 (1V.5.40a)

bagmntist bulunur. Gériiliiyor ki, spin vektdr operatdriiniin herhangi bir eksen
tizerindeki izdiigiimiiniin Gzdegerleri her zaman =+ 1 dir. Simdi A, = 1 Szdege-
rine ait 6zvektorit bulalm. A, = 1 i¢in (IV.5.39a,b) denklemleri

(A —n)a =@, —in)b (1V.5.43a)
A+n)b =, +in)a (IV.5.43b)
sekillerini alirlar. Eger bu bagmtilanin her iki yanlarinin modiil kareleri alinirsa
(= n)|a = (5 +m)| b
A+l b P =k + 1) a I
veyd (IV.5.41) bagmtisie kullanarak
(1 —npla P =1—n) b
A+nP b P=0—n)lal
elde edilir, Gerekli kisaltmalar yapilirsa
I—n)lagP=01+n) b
A+n)lbP=0—-n)lal
bulunur. Bu son iki bagmti biribirinin aynidir ve
Ua P +10P)n,=|a P —|b |
seklinde yazilabilir. (IV.5.35) normlama bagmtistin yardimu ile
la, >+ 15, =1, la, P — 18,1 =n,
bagmtilar bulunur. Bu iki bagmtidan | a, * ve | b, |* ¢oziiliirse
P =—+n),  |BF=—0—n) IV.5.44)
sonuglarina vanlic. Ote yandan, q, = | ¢, | exp (i @,) oldugundan, keyfi faz agis1

o, = 0 secilebilir ve boylece q, =] 4, | almabilir. O halde, (IV.5.43b) ve (IV.5.44)
bagmtilarmm yardim: ile
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My —|—m

2+ ) (Iv.5.45)

@ = \/_ A +n), b=

sonuclarma vanhr. Ote yandan

a ! ) + b 0 = ( ¢ )
0 1 b
6zdesliginde (1V.5.26) ve (IV.5.332) bagintilar yerlerine yazilirsa y spindrii igin

x=aa+bp (IV.5.46)

bagitis1 bulunur. Ayrica (IV.5.38) 6zdeger denklemi, A = 2m olduguna dikkat
ederek

G, X, (M) = 2m 1y, (m) (aVv.5.47)

seklinde yazlabilir. Boylece o, operatoriinfin iki 6zvektorii (IV.5.46) bagintisina
glére

% (1/) = a0+ 5, B (IV.5.46a)
Xa(—1/2) =a,p + b, B (IV.5.46b)

sekillerinde yazilabilirler. (IV.5.45) bagmtilar: (IV.5.46a) bagintisinda yerlerine ya-
zilirsa

1
X (1/2) = == [(1 +n)a - (n,+in)pl  (IV.5.48a)
V21 +
sonucuna varttr. $imdi de A, = — 1 ozdegerine ait 6zvektdrii bulahm. A, = — 1
icin (IV.5.39a,b) denklemleri
A+nr)a=—0n—in)b, (IV.5.493)
A—n)b,=— (@, +in)a, (1V.5.49b)

sekillerini alirlar. Eger bu bagintilarin her iki yanlarinin modiil kareleri alimrsa

(1 +n) el = @ +n2) b,
(A=) |b, P =} +nd) | a, P

bulunur. Efer bu badintilar evvelce elde ettigimiz A, = 1 6zdegerine ait baginti-
larla karsilagtirilirsa

|a, |? = |5, %, {5,127 =|a?

oldugu goriilir ve bu sonuglar (IV.5.35) normlama bagintilar: ile de tutarlidar.
O halde (IV.5.44) bagmtilarim

1
@ =16P=—=n)  |BF=laP=-0+n) (V540
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seklinde tekrar yazabiliriz. Ote yandan a, =|a,| secilebilir ve (IV.5.49b) ve
(1V.5.442) bagmtllarmm yardimz ile

R, --in,
V2 — n)i2

sonuglarina varilir ve bu sonuglar (IV.5.46b) bagintisinda yerlerine yazilirsa

t(— 1D = e [ = n)a — G, +in)B]  (V.5450)

a, = \/_ (1 —n)?,  by= — (IV.5.50)

sonucuna varlir.

Simdi de (IV.5.48a,b) bagmtilarinin bazi 6zel héllerini bulalim. n = e, veya
n,=1,n,=n,=0 ign (IV.5.37) bagmtisina gére o, = ¢, operatriiniin &z-
vektorleri elde edilir. (IV.5.48a,b) bagintilarinda n, = 1, n, = n, = 0 yazilirsa

1
(1)2) = —— - IV.5.51
1 (1)2) = \/(+i3) \/2() (IV.5.512)

%x (— 1/2) = \/% («—P)= \/% (_ 1) (IV.5.51b)

sonuglarma varilir. n=e, veyd n, =1, n, = n, =0 igin (IV.5.37) bagmntisina
gére o, = o, operatoriiniin Szvektorleri elde edilir, (IV.5.48a,b) bagintilarinda
n,=1, n,=n, =10 yazilirsa

%y (1/2) = \/% (@ +if) = 715— ( 1 ) (IV.5.52a)

H

1 1 1
— 1/ =—(@—if) = ——= 1V.5.52b
(1P = e —ip = ) (IV.5.520)
sonuglarma vanlr. n=e, veya n, = 1, n, = n, = 0 icin (IV.5.37) bagintisina
gbre o, =0, operatdriiniin Ozvektdrleri elde edilir. Fakat #n, =1, n,=»n,=0
i¢in (IV.5.48b) bagintisindaki ikinci terim belirsizdir. Belirli ¢6ziimii bulabilmek
igin, b, = 1b,] segerek (IV.5.49a) ve (IV.5.44a) bagintilarmin yardim ile

ny zn

= b= (1) (IV.553)

% \/'(1-—!~n)“rz ’ 22
sonuglarina varilir ve bu sonuglar (IV.5.46b) bagintisinda yerlerine yazihirsa
1
V2Q +n)

sonucuna vanhr. §imdi de (IV.5.48a,c) bagmtlarmda n, =1, #, =n, =0
yazihrsa

Xy (— 1/2) = [, —in)o -+ (1 +n)B] (V.548¢c)
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x,(1/2) = o = ( (1) ) (IV.5.54a)

L(—1/2) =8 -_—( ‘: ) (IV.5.54b)

sonuglarma varilir. Bu sonuglar da olmas1 gerektigi gibi (IV.5.332) sonuglarmin
ayndir,

{av.6) IiKi ACISAL MOMENTUM VEETOR OPERATORUNUN TOPLAMI

Paragraf (IV.4) te bir acisal momentum vektdr operatdriiniin skaler karesinin
ve z bileseninin ortak 6zvektorlerinin, bu operatérlerin késegen matris temsille-
rini veren bir taban vekidrleri takumi olusturdugunu gérmiistiik. Simdi de iki a¢i-
sal momentum vektdr operatdriine sdhip bir sisteme ait Szvektdrierin bulunmasse
demek olan daha genel problemi inceleyecediz. Farkli iki ag¢isal momentum
vektSr operatdrii, ya tek bir parcacia ait ySriinge ve spin agisal momentumlarr
seklinde, ya da farkh iki parcaciga ait agisal momentumlar geklinde ortaya gikar.
Ote yandan, belirli agisal momentumlara sdhip kuvantum hallerinin arasinda
sa¢ilma veyi emisyon-absorpsiyon islemleri oldugu zaman, birden fazla agisal
momentum problemi s6z konusu olur.

J, ve J, a¢isal momentumlarina ait Gzvektorler miitekabilen Wy .., ve Wim,
olsunlar. O halde,

J% ‘pj;rm =j1 (.}1 + 1) ﬁ2 ll’flﬂh > J% li’jams =j2 (.;’2 + 1) ﬁz ‘I’jsm’ (IV613)
le Wim = My f Wiimy » J2z Viem, = M, f Wiame (IV'6'1b)

ozdeger denklemleri yazilabilir. Notasyonu basitlestirmek i¢in her iki dzvektdr
takimt icin de aymi y sembolii kullantlmastir. Fakat her iki dzvektor takimui da
tamamen farkli uzaylara aittir ve hattd, y6riinge ve spin acgisal momentumlarina
ait 6zvektdrler igin oldudu gibi, yap1 bakimindan da farklidir.

WVism Wiams (IV.62)'

¢arpimlarindan olusan taban vektorleri takimina birlestirilmemis temsil adi verilir.

Siiphesiz birlestirilmemis temsil igin 33 J.. ve J% , J2, operatdrlerinin matris tem-

silleri kosegendir. Ote yandan, toplam agisal momentum vektér operatérii J
J=J,4+7J, (IV.6.3)

bagintisi ile tanumlanir. Tki agisal momentum vektdr operatdriiniin toplam: olan
vektdr operatoriin de gene bir agisal momentum vektdr operatdrii olmas: gerek-
tigi ispatlanmalidir. Bu da
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J X ¥, =ihd, J, X Jy = ik J, )
=73, =17 (i)
bagmtilarinin varhif bilindigine gére
I xJI=ihd, Jr=7

bagmtilarinin ispatlanmasi demektir. Ikinci bagmti, (IV.6.3) tantm bagmtisinm
her iki yanmmin HERMITsel eslenigi alinarak ve (ii) bagntilani kullanilarak he-
men ispatlanabilir :

W=+ =3+,=7 (IV.6.4)

Birinci bagmtinin ispat1 i¢in Snce (IV.6.3) vektdrel tanim bagintisina kartezyen
bilesenler igin esdeger olan ii¢ skaler tamm bafintisi yazalim :

I =Jix + D (IV.6.3a)
Jy = le + J2y (IV.63b)
Jz = Jl: + Jzz (IV6.30)

Simdi de (IV.6.3a) ve (IV.6.3b) bagntilarint bir kez ayni sirada ve bir kez de
ters sirada olmak iizere taraf tarafa carpalim :

Ty =y dyy + Jox oy +Jix Loy + J0x Iy (iii)
S Je=JdiyJie+ oy Jox + Iy St + T3y T @iv)

Farkli uzaylara ait agisal momentumlarin bilesenleri komiitatif oldugundan
Jix Sy = I35 Ji1x Jox iy = J1y Jox (v)

yazilabilir. (iii) ve (iv) bagmtilarim taraf tarafa ¢ikaralim. (v) bagntilarim kul-
lanarak

Jx"y . Jny = Jlx']ly - leJlx + JZxJZ.v - Jzsz;c
veyd
[Jxvjy]= [Jlxa'fly]"l' [szsjzy] (Vl)
bulunur. Ote yandan, (i) vektdrel bagintilarina kartezyen bilesenler igin esdeger
olan skaler bagmtilardan {iglinciileri yazalum :

Vi, Il =ik J,,, [ax Il =R T, (vii)
(vii) bagmtilarim (vi) bagintisinda yerlerine yazarsak
Ve L=k, + Ty, =ik (T, + Jo,) (viii)
elde edilir. Eger (IV.6.3¢) bagintist (viii) bagmtisinda yerine yazilirsa
Ve Syl =i J, (ix)

sonucuna varilir. Dairesel permiitasyon yolu ile
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,,J,)=ikJ,, I, ] =iJ, (x)
bagintilar1 bulunur. (ix) ve (x) skaler bagintilarina egdeger olan vektorel bagmti
IxI=ind (1v.6.5)

oldugundan ispat tamamlanms oluyor.

(IV.6.4) ve (IV.6.5) bagmtilarina gore J agisal momentum vektdr operatorii
olduguna gére J* ve J, operatdrlerinin

P =7+ D#F Y (IV.6.62)
I, Wi = mb Wi (IV.6.6b)

6zdeger denklemlerini saglayan v, ortak &zvektdrleri vardir. w;, temsilinde
J? ve J, operatérlerinin matris temsilleri kdgegen oldugu gibi J,2 ve J,? opera-
torlerinin matris temsilleri de kdgegendir. v, taban vektdrleri takimina bir-
lestirilmis temsil adi verilir. Farklt iki matris temsilinin taban vektérleri biri-
birlerine bir iiniter (birimsel) doniisiim yardim ile doniistiirilebilir. Boylece
(111.19.10) bagmtisinda oldugu gibi

v, =UT; (v.6.7)
veya
Y = > Ui i (IV.6.72)
yazilabilir. Ote yandan, iiniterlik sarti
UtU=U0Ut=1 (IV.6.8)
veya
D Ulktn Upts = 0 Unme Ulr = 85t (1V.6.9)
m’ m’

seklindedir. Benzer sekilde, birlestirilmis temsilin taban vektdrleri birlestirilmemis
temsilin taban vektdrlerine

Yim = 2 C ()'1 Jojimom, m) Wimy Wiams (IvV.6.10)

iiniter doniiglimii ile doniigtiiriilebilir. Bu iiniter doniigiim matrisinin C(j, /,
m, m, m) seklindeki elemanlarina CLEBSCH-GORDAN (veya WIGNER) katsa-
yilarr ads verilir. Bu katsayilara kisaca C katsayilar: diyecegiz. Eger J,=J,, + J,,
operatériinii (IV.6.10) bagmtisinin her iki yanina uygularsak (IV.6.1b) ve (IV.6.6b)
bagintilarmt kullanarak

mv, = Z (ml -+ mz) C(.]l Jz] sy m, m) Yrim, Wiems

L TicH

veya ;, yerine (1V.6.10) bagintisindaki toplam: yazarak
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Z (m —m — mz) C(jI jz.}; mym, m) Yimy Wismg = 0

elde edilir. W, ¥m, taban vektorleri takim lineer bagimsiz oldugundan, bu
toplam her terimin katsayist Ozdes olarak sifira esit olmadikca sifir olmaz. O
hilde,
(m —m = mz) C(Js.fz]s m, m, m) =0

sartlar1 saglanmalidir. Bu sartlar sdyle de ifade edilebilir :

m=m +m i¢cin: C(,j,j,mmm#0 (Iv.6.11a)

m#m +m, igin: C@,fJjsmmm=0 (IV.6.11b)
Boylece ii¢ izdiisiim kuvantum sayist bagimsiz degildir ve (IV.6.10) tanim bagin-
tisindaki iki kath toplam gergekte tek katli bir toplamdir. O halde, m, yerine

m — m, yazarak ve C katsaywisindaki ii¢incii izdiigiim kuvantum sayism kal-
dirarak (1V.6.10) bagintisini

Wim = > CUJpdis My s 10— 1) W Vi (IV.6.12)

seklinde de yazabiliriz. Siiphesiz m, yerine m — m, de yazilabilirdi ve yukardaki
iglemler tekrarlanabilirdi.

C katsayilart bir iiniter doniigiim matrisinin elemanlarn oldugu igin (IV.6.9)
seklindeki initerlik sartlarint saglamalidir. Fakat keyfi faz ¢arpant, C katsayilarn
genellikle reel olacak sekilde segilir. Boylece (IV.6.12) bagmtis1 bir ortogonal
donfisiimii ifadde eder. Yani, C katsayilart ger¢ekte bir ortogonal doniigiim
matrisinin elemanlaridir, v, taban vektdrleri ortonormal oldugundan (IV.4.2)
bagmtisina benzer sekilde

(Vjm > Wymr) = Oy Omme
yazilabilir. (IV.6.12) bagmtis1 bu bagmtidaki yerlerine yazilirsa
Z Z CUyJyjimy,m—m)CQ,j,j'smy,m’ — mi)

my m;’
X (w.hmz s Whml') (sz.m—mt > Wy, .m'—mt’) = 517' Smm’

bulunur. Burada j ve j° degerlerinin her ikisi de aym j, ve j, degerlerinden
elde edilmistir. Ote yandan, vy, m, Ve Wj,m, vekidr takimlarn da ortonormaldir.
Boylece

(\thl ’ ‘I’.hm;’) = Smnml' s ("l"hm: » "Fjsma') = Smlms'
bagmtilarindan

(Whmx » foml') (‘l’f:.m-—m: » wfz.m'-—-M|') = Smwn’ Bmm'
bulunur. Bu son bagintiy1 yukarda yerine yazarak
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z C(Jl j2j5m| s M — ml) C(jl jzj' sy, m— ml) = Bﬂ. (IV.613)
m

sonucuna varilir. Bu ortogonallik sartini1 kullanarak (IV.6.12) ile verilen ortogonal
doniisiimiin tersi olan

Vi Vs mme = . C Uy Jo '3 1y s — 1) W (IV.6.14)
4

seklindeki bir ddniisiimiin dogru oldugu gosterilebilir, (IV.6.12) ortogonal dénii-
simiinden (IV.6.13) ortogonallik bagintisinin elde edildigi sekilde, (IV.6.14)
ters ortogonal déniisiimiinden de bir baska ortogonallik sart: ¢ikanlabilir, Ger-
gekten, bir ortogonal martiste ortonormallik sartlart siitunlar igin oldugu gibi
satirlar igin de dogrudur ve bdylece, s6z konusu olan ortogonallik gart1

ZCU}J}J'; mo,m—m) C(, i jim,m —m)=38um 8w (IV.6.15)
p)

seklindedir.

(Iv.6.11a,b) bagmtilarindan goriildiigii gibi, m, ve m, belli oldugu takdirde,
m bu ikisinin cebirse! toplamidir. $Simdi de j;, ve j, belli oldugu takdirde, j yi
bu ikisi cinsinden belirleyelim. Siiphesiz j, , j, ve j biiyiikliikleri pozitif veya si-
firdir. j birtm admmlarla bir en kiiglik (minimum) deger ile bir en biiyiik (mak-
simum) deger arasinda degisir ve bdylece

Jain = J = joux (1vV.6.16)
yazilabilir. Ote yandan, (IV.1.22) bagmtisintn uygulamas: olarak yazlabilen
—hEmZj, —LEm=],
bagmtilarindan
m=m, +m, =j, +j,
bulunur. O hilde, en bilyliikk m degeri olarak
Mumax = Ji +J, @
elde edilir. Gte yandan, herhangi bir j igin
—Jj=Emz=j
bagintisi dogru oldugundan, (IV.6.16) bagintisina bakarak
— Jmax =M = Jmax
yazilabilir ve bylece
Munax = fmas (i)

elde edilic. O halde, (i) bagintis1 (i) bagintisinda yerine yazilirsa
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jmaz =Jl "l"'.fz (IV6 17)

sonucuna varilir. Birlestirilmemis temsilde m, ve m, nin aldif1 degerlere gore
biitiin kuvantum hallerinin sayis1 (27, + 1) (2, + 1) dir. Ote yandan, birlestiril-
mig temsilde j nin belirli bir degeri igin m nin aldif1 degerlerin sayist 25 1
oldugundan, biitin kuvantum hallerinin sayisi, 2j 4 1 lerin biitiin j degerleri igin
toplanmast ile elde edilir. Siiphesiz birlestirilmis temsildeki biitin kuvantum
hallerinin sayisi, birlestirilmemis temsildeki biitiin kuvantum hallerinin sayisina
esit olmalidir. O halde,

Jmax
2 Qi+ D=Qi+ D@+ D av.6.18)

JF=jmin

denklemi yazilabilir. Bu denklemde ju.., (IV.6.17) bagintis1 ile belli olduguna
Z0re jmia GOzillebilir. Bu maksatla @ = jpia V€ b = juax kisaltmalarim yapahm.
Jj nin yi bir tamsayl, yi da bir buguklu tamsay: oldugunu biliyoruz. Eger j bir
tamsayl ise, g ve b de birer tamsayidir ve asagidaki islemler yapilabilir :

b b a—1 1 1
21=2j—21:?b(b+ h—-—ala—1)
Jma Jj=1 Jm=1
b b a—I1
Za =zl—21=b—(o—l)zb~—a+l
Jj=a J=1 J=1

b
> Qi+ )=bG+D—ala—D+b—a+1

J=a

b
Z(2j+1)=b2—a2+2b+1 6

j=a

bulunur. Eger j bir bugukiu tamsayi ise, ¢ ve b de birer buguklu tam sayidir ve
n bir tamsay1 olmak iizere

j=n—?, n:j—i—%’ 2n=2j+1

yazilabilir. O halde, yukardakine benzer sekilde asagidaki iglemler yapilabilir :
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b+ § b+ § a—}
SwenaSao 505
J=a n=a+g- ne=] ne=i
2 1 3 1 1
i+ D=(bt+ —V{bt ) —a—— 2
> @+ (+2)( +2) (“ 2)(”2)
J=a
3 1
I ST SIS
-+ -!-4 +4
b
D@+ D=t ~a+2b+1 @
Jj=a

bagmntist tekrar bulunur. Ote yandan,

Cir+1D)QhL+D=4/+20 +i)+1
Szdesliginde (IV.6.17) bagintis1 yerine yazlirsa

Ch+DQCAL+D)=4jj,+26+1 (ii)
elde edilir, (i) ve (i) baginular1 (IV.6.18) denkleminde yerlerine yazilirsa
b —a*=4jj, (iii)
sonucuna varihr. Bu bagintida (IV.6.17) bagintist yerine yazilirsa
Jrian =Gy + 0 — 4y Jp = Uy — J)P (iv)
bulunur. jui, = 0 oldugunu hatirlayarak (iv) bagmtisindan
Juia = [J; — Jy | (1V.6.19)

sonucuna vartir. Eger (IV.6.17) ve (IV.6.19) bagmtilan (IV.6.16) bagintisinda
yerlerine yazilirsa

=Rl Sigih+h (1V.6.20)
bagintis1 ve (IV.6.18) bagintisinda yerlerine yazilirsa
htis
D@+ D =i+ DL+ AV.6.21)
J=| h— A

ozdesligi elde edilir. Eger j,,j, ve j biyiiklikleri bir iiggenin kenar uzunluk-
larin1 gosterseydi, (IV.6.20) bagintis1 s6z konusu uzunluklarin bir iiggen olus-
turabilme sartt olurdu. j,,j, ve j biiyiikliklerinin bir iiggen olusturabilme sar-
tina iiggen kurall ad verilir ve A (j, j, ) ile gosterilir. Uggen kurah siiphesiz séz
konusu biiyiikfiiklere gore simetriktir ve CLEBSCH-GORDAN katsayilarmin
sifirdan farkh olabilme sartidir. Aksi hilde, yani iliggen kurali gergeklenmedigt
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takdirde CLEBSCH-GORDAN katsayilart sifir olur. Bu sartlar s6yle de ifade
edilebilir :

A, j,7) isin: CGiijim,m—m)=0 (1V.6.22a)
A(j, j,J) gerceklenmiyorsa: C(jjJj;m ,m—m) =0 (IV.6.22b)

(IV.6.22a) bagintisi, yukarda gordiigiimiiz gibi, (IV.6.20) bagmtisinin sonucudur,
AV H110) Hafmis we

0=j<li—ril hThLh<j< oo
bagmtilarindan birinin sonucudur. Gériiliiyor ki, m, ve m, izdiigiim kuvantum

sayilarinin toplamu cebirsel oldugu halde, j, ve j, agisal momentum kuvantum
sayllarmin toplamt vektsreldir. (IV.6.11a,b) ve (IV.6.22a,b) sartlarma ek olarak

Vm | =/, jm—m | =J,, |m| < Jj (1V.6.23)

sarilar1 da saglanmalidur.

(IV.7) IKi AYRI PARCACIGA AIT SPiN ACISAL MOMENTUMU VEKTOR
OPERATORLERININ TOPLANMASI

Her biri #/2 spinine sibip iki pargaciktan olusan bir sistemin toplam spini
S$=8,+85, av.7.1

dir. 5, =4s,=1/2 ve [m,|= | m,| = 1/2 oldugu igin (IV.6.1a,b) dzdeger denk-
lemleri

3 3 3 3
Slzal=?ﬁ3al, Slzﬁlﬁ?ﬁzﬁl; 5220,22-2-&2(12, SzZBz:":‘“ﬁsz
(IV.7.2a)
1 1
Slz“1=’?ﬁula '5'12[3‘x=_?”“311
| \ (IV.7.2b)
1
Szzaz=’;ha2’ Sz:[-)’z:"_z—ﬁﬁz

sekillerini alirlar. Ote yandan, (IV.6.6a,b) dzdeger denklemleri s6z konusu &zel
hal i¢in
S Yom = 5(5s + DI Y (IV.7.32)
Sz Yom = M Yo (IV.7.3b)

1 een . i ,
sekillerinde yazilabilirler. (IV.6.20) bagntisi ile ifade edilen ve A (3- —;— s) ile gos-

terilen iliggen kuralina goére
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i 1 1 1
———— =55 —+—=
2 2 2 2
veyl
s=1, §=0 (av.7.4)
sonuglan elde edilir. Ote yandan,
—SEms=s (Iv.7.5)
bagintisina goére, s = 1 igin
m=1, m=70, m= —1

seklinde ii¢ farklt m Szdegeri elde edilir ve bu Szdegerlere y,, Ozvektorleri ile
belirlenen ii¢ kuvantum hali tekabiil eder. Bu kuvantum halleri bir triplet olus-
turur. s = 0 igin de (IV.7.5) bagintis1 yalmz bir m = 0 dzdegerini verir. Bu dzde-
gere y,, Ozvektorii ile belirlenen ve bir singlet olusturan bir kuvantum hali te-
kabiil eder. (IV.7.3a,b) 6zdeger denklemleri s =1 ve s =0 halleri i¢in asagt-
daki sekilleri alirlar :

S Xim =2 Ayms S =0 (IV.7.3a)
Sz Lim = mh Xim» S; Yoo = 0 (IV.73b)

Simdi
G’l az b (11 Bz 1 (12 B1 > B] Bz (IV76)

seklindeki birlestirilmemis temsile ait ortonormal taban vekt&rlerinin birer lineer
kombinezonu (toplami) olarak

xl-l ’ XLO ’ X-l.-l ’ xGo (IV.7.7)

geklindeki birlestirilmis temsile ait ortonormal taban vektorlerini yazmak isti-
yoruz. Eger (IV.1.8a,b) bagintilarma bakarak

n=2_5,+1is,, Nt =3, —is, (IV.7.8)
yazilacak olursa, (IV.4.21a,b) bagmiilarina gére

(1 3 T2

N Yy =H (? — m) (7 + m) Xm+1 (1V.7.92)
71 12

n*x, =4 (-—2— + m) (% — ) -I y P (IV.7.9b)

elde edilir. Bu bagmtilarda m = =+ 1/2 yazarak

M%e=0 NX=8%pn: VW Xu=f%ys, M 2%yp=0 (IV.7.102)
veya

ne=0, nP=*#a; nta=*%4p, ntp=0 (IV.7.10b)
sonuglarina varibir. Siiphesiz (IV.7.10b) bagmtilart 1 sayilh parcacik igin
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n,a,=0 0B =#a;: nya=4B, n B =0 (IV.7.100)
seklinde ve 2 sayithh parcacik icin de

no, =0 N,B,=he,; njo,=#P,, 0B, =0 (IV.7.10d)
seklinde yazilmalhidir, Simdi de (IV.7.8) bagintilarim: 1 ve 2 sayili pargaciklar igin
N, =8, +Ii5),, T]:- = S\ — iy, (IV.7.8a)
Ny =Sy =Sy, My =8, + S, (IV.7.8b)
sekillerinde yazalim ve asagidaki sekillerde de taraf tarafa ¢arpalim :
nl n:- = Slx SZx + Sly SZy - i(Slx Sz.v - Sly SZx)
TI:- 'nz = Slx SZx + SI)’ SZy + i(Slx SZy - S]y S2x)

bulunur. Bu bagimtilar taraf tarafa toplanip ikiye béliiniirse

1
'_2"(711 n: + n1+ nz) = Sx SZx + Sly Szy

veya
| + +
$,.8, = —2—(111 N, + 0y M)+ S, S, (v.7.11)
sonucuna vartlr. Ote yandan
S, = ifia‘l , S, =—1—~ﬁ g, (I1v.7.12)
2 2
oldugundan
2
0.0y = (O, n, + 0 M) + oy, 0, (1V.7.13)

elde edilir. (IV.7.10c,d) bagintilarina ek olarak
G =0, Oy Bl == ﬁl s OOy =4a,, Oy Bz = = Bz (IV.7.14)

bagmtilart yazilabilir, $imdi ¢, . @, operatdriinii (IV.7.13) bagmtisinin yardimi
ile (IV.7.6) bagmtist ile verilen birlegtirilmemis temsile ait ortonormal taban
vektdrlerine uygulayalm, (IV.7.10¢,d) ve (IV.7.14) bagintilarim kullanarak

(@,.0,)0,0, =a, a, ‘
(¢,.0)0,B,=—0,B, +2a,B,
(@,.9) 0,8, =—a,8, +2¢,8,
(0,.9)B, B, =B, B,

sonuglarma varilir, Eger

(1V.7.15)

-
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P, = % d+o,.0) (1V.7.16)

bagintistnin vardimm ile P, operatérii tanimlanirsa (IV.7.15) bagintilarindan
P,0,0,=a,da,, P,B,B,=B,B,; (IV.7.17a)
P.o,B,=0a,B,, P,o,B, =0a,8, (IV.7.17b)

elde edilir. (IV.7.17b) bagintilarma gére P, operatdrii 1 ve 2 sayillh pargaciklarm
rollerini aralarinda degistirir ve bu sebepten 6tiirii, P, operatdriine spin miibadele
operatori adi verilir. Aynica, (IV.7.17b) bagmtilar1 taraf tarafa bir kez toplanir
ve bir kez de ¢ikartlirsa

P, (a, B, + 0,B,) =0, B, + a,B, @Av.7.17)
P, (a,B, — ,B) = — (0, B, ~ @, B (IV.7.17d)

sonuglarina varilir. Eger (IV.7.12) bagmtilar (IV.7.1) bagmtisinda yerlerine ya-
zilirsa

1
S = -2— fi(eg, +7,) (IV.7.18)
elde edilir. (IV.7.18) bagintisinin her iki yantnin skaler karesi alinirsa
1
Sz=-l—fi2(o'§ + a3 + ?ﬁzc, .0,

bulunur. Ote yandan, (IV.5.12b) bagintisina gdre

o) =03 =3I
oldugundan
;—ZSZ =3+9o .0 (IV.7.19)
sonucuna varilir. (IV.7.16) ve (IV.7.19) bagmntilart karsilastirilirsa
- 1 2 — 1
P, = ) S~ I = > (40, .0) (1V.7.20)
bulunur., DIRAC ézdesligine gore (Problem IV.1. e bakimz)
(0, .B)(@,.C)=B.C)I+ivo.(B xC) (IV.7.21)

oldugunu biliyoruz. Bu dzdeslikte B = C = ¢, yazilirsa
(0,.0=¢0,.0,+i0,.(¢, X0,)

bulunur. (IV.5.7) ve (IV.5.12b) bagmtilarina gore
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o, X0, =2ia,, G,.0, =31
oldugundan
(¢,.0=3I—-20,.0, (Iv.7.22)

dzdesligi bulunur. Ote yandan, (IV.7.16) bagintisimin her iki yaminin karesini
alarak ve (1V.7.22) 6zdesligini kullanarak

1 1
Pig-;t-[f—}-(c,.0'2)2+20'1.o'2]=—4—(1+31)

veya

P2=1 (1V.7.23)

sonucuna varilir. O halde, P, operatoriiniin $zdegerleri + 1 dir. (IV.7.20) ve
(IV.7.3a) bagmtilarim kullanarak

1
-Pr.r Lsm = (E—Sz - 1) Xsm

veya
Poom =[s(s + 1) — 11 %, (IV.7.24)
elde edilir. Bu bagmtidan s =1 ve s = 0 igin
Py Xim = Aim » P, Yoo = — Yoo (IV.7.24a)

bulunur. O halde, P, operatoriinlin + 1 G6zdegerine ait SzvektSrleri x;, ve — I
dzdegerine ait dzvektdrii de %, dir. %, Ozvektorleri (IV.7.17a) ve (IV.7.17c)
bagmtilan ile belirlidir. y,, 6zvektdri ise (IV.7.17d) bagmntist ile belirlidir. Bay-
lece s = 1 igin triplet olusturan y,, ozvektdrleri

Yy = @, O (Iv.7.25a)
1

X0 = —= (@, B, + o, B,) (1V.7.25b)

V2
%11 = By B2 (IV.7.25¢)
seklindedir. s = O igin singlet olusturan y%,, Szvekidrii de

1

oo =—=(0; B, — 0, B) (1V.7.26)

V2
seklindedir. (IV.7.25b) ve (IV.7.26) bagmtilarindaki 1/4/2 katsayis1 normlama
sabitidir, (IV.7.25a,b,c) ve (IV.7.26) bagmtilan (IV.7.7) taban vektorlerini (IV.7.6)
taban vektorlerine déniigtiiren ortogonal doniisitm denklemleridir. Triplet hal

igin pargaciklarin spinleri paralel ve singlet hal igin de parcaciklarin spinleri anti-
paraleldir. (IV.7.14) bagmtilarmm aracilift ile s6z konusu ortogonal doniisim
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denklemlerinin (IV.7.3b) 6zdeger denklemlerini gergekledigi kolaylikia gésterile-
bilir. Bu maksatla

1
S, =—*#h(o,, + 5,,)

2
operatériinii s6z konusu dort déniisiim denklemine ayrt ayr1 uygulamak yeter.
Gergekten,

S,y 0, =haa,, S PBB=—-%ppF, S of=>80p=0
oldugundan, ilk iki denklem (1V.7.25a,c) bagmtilar ile kargilagtirilirsa
S; % =A% s S, Ximt = — A Yy

bulunur. Son iki denklem ise

S, (@, B, + o, B) =0, S, (0B, —a,B)=0

bagintilarint 6zdeg olarak saglar. Bu bagmtilar (IV.7.25b) ve (IV.7.26) bagintilar
ile karsilagturihirsa

S; X0 = 0, S: %o =0
sonug¢larina variir.

(IV.8) BIR PARCACIGA AIT YORUNGE VE SPIN ACISAL MOMEN-
TUMU VEKTOR OPERATORLERININ TOPLANMASI

Bir elektronun veya spini #/2 olan herhangi bir parcacigm S spini ile L
yériinge a¢isal momentumunun toplami

J:L—]—S:L—{-%ﬁa (av.s.1)
vektor operatdril ile tammlamyor. ji=/, j,=s=1/2, m=m ve |[m,| = |{m,| =1/2
oldugu igin (IV.6.1a,b) 6zdeger denklemleri

LY, =I(l+1D)#Y,,; c*a=3a *p=3p ({IV.8.2a)

L Y, =mhtY,,,; c,a=a, O,p=— (IV.8.2b)

sekillerini alirlaz. Ote yandan, (IV.6.6a,b) 6zdeger denklemleri séz konusu &zel
hal igin

Byl =j(+ D2y (IV.8.33)

Iy =nhyl (I1v.8.3b)

sekillerinde yazilabilirler. (IV.6.20) bagintis: ile ifade edilen ve A (1 % j) ile gos-

terilen iiggen kuralina gore
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2

veya
j=l—-X, =14l (IV.8.4)

2 2
sonuglan elde edilir. Ote yandan,

—jsSpsj (IV.8.5)
bagmtisina gore 2j 4+ 1 adet p degeri ve

—l<m=l (IV.8.6)

bagmtisina goére de 2/ + 1 adet m degeri vardir. Toplam kuvantum hallerinin
sayis1 da

1
2(1—?)+1+2(1+-;—)+152(21+1)

olur.

Simdi (IV.6.12) bagmmtisinin incelemekte oldugumuz &zel hile bir uygula-
masl olarak, j =1 += 1/2 olmak tizere

- 1 11 1 1 1
Jo_ — — — e —_— 7 - -
xu—C(lzbu az)Yz,u—§a+,C'(’21,u+2, )Y:,w%f’

2 2
av.8.7

ortogonal doniisiimii yazilapilir, J2,L? ve ¢? operatdrlerinin matris temsilleri
hem birlestiriimemis, hem de birlestirilmis temsilde kSsegen oldugu igin (IV.8.2a)
Ozdeger denklemlerine bakarak

Ly =10+ D#y, oxi=3% (IV.8.8)

dzdeger denklemleri yazilabilir. Ote yandan, (IV.8.1) bagmtisiun her iki yaninin
skaler karesini alarak

1
=124 ?hzaz—l—ﬁo‘.L
veya
7‘”20‘.".L=J2—L2—--~—]-fzza'2
4
elde edilir. ¢ . L operatdriinii xﬂ dzvektoriine uygulayarak

i@ L)y = (Jz — L - -i- 72 0'2) o (IV.8.9)
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bulunur. Eger (IV.8.3a) ve (IV.8.8) bagintilart (IV.8.9) bagintisinin sag yanmnda
yerlerine yazilirsa

Ly 3
@.L) xﬂ=ﬁ[;(;+ 10+ 1)—-4—] ! 1v.3.10)
sonucuna varthr (IV 8.10) bagintist o . L operatdriiniin
. Ly=—C+ Doyl (IV.8.11)
veya
(. L)y =—(+ Dby, (Iv.8.11a)

seklindeki bir 6zdeger denklemidir. ¢ . L operatériiniin — (k + 1) Szdegerine

ait 6zvektoril Yy, = x) diir. (IV.8.11) denklemi (IV.8.10) denklemi ile karsilag-
tirilirsa

. 3
—(k+1)=1(1+1)-1(1+1)—j‘—
veya
k=I10+1)—jG+1 —% (1V.8.12)
sonucuna vanhr. Ote yandan
1 1 1 i 1
iml—icin: jG+D={I——|(i+—)=r- L =ig+D—1—L
j= 1= isin: JG+ D = 2)(+2) Tl -1

1 1 3 3 1
j=1+—igin: jG+D={1+—|{I+ =) =P+ —=I(+D)+I+1——
j=l+—iin: jU+1b (+2)(-{-2) A=l D+ 1=

oldugundan, (IV.8.12) bagmtisinda yerlerine yazarak

j=l—-:lz- igin: k=1>0
, (I1v.8.13)

1 ..
j=l+-i— icin: k=—({+1)<0
sonuglarma vanlir. Bu bagmntifara gore, her zaman & # 0 oldugu ve
f=l—~-;— icin: k >0, k=1,2,3,4,...
J’=1+% igin: k<0, k=—1,—2,—3,—4, ..

oldugu agikga goriilmektedir. Ayrica, (IV.8.13) bagntilarina gore
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)

1 .. 1
.=I-———]_ln: k=l=' —
J 5 G J+2

1 | (IV.8.13a)
. 1
=]+ —igin: —k=1+1=j+—
J 5 + J+ 5
elde edilir ve bdylece
.1
(el =7+ > (IV.8.13b)
sonucuna varilir. (IV 8.7) bagintisindaki bilinmeyen C katsayilartmi kisalik igin
1 1 1 1 1 1
C,=C{l—j;u——,—]1, Co,=C|l—jp+—,——] (AV.E8.14
1 ( 2 J: B 5 2) 2 ( > Ji 2 2) ( )
sekillerinde gdésterelim. Ayrica,
p=m-+m=mF —;—
oldugundan,
1 1
- —, m—1l=yu—— V.8.14a
m=p+- W= a )
bagmtilar: yazilabilir. Bylece (IV.8.7) bagmtist
1 0
X:{ = C ¥ ey + G Y,
0 1
veya
J Cl Yf»m—l
= Iv.8.15
7-# (Cz Ylm ) ( )
seklinde yazilabilir. ¥/, 6zvektorlerinin normlama bagintist
+ .
[T rhao=1 (IV.8.16)

{4r)

seklindedir. Burada dQ = sin® d8 dop dir. (IV.8.15) bagmts: (IV.8.16) baginti-
sinda yerine yazilirsa

CT[I Yoy 2 dQ + C3 [1 Y, [2dQ =1
(4r) (4r)
veya

Ci+Ci=1 (IV.8.16a)

sonucuna varilir. Ote yandan
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¢.L=o,L,4+0,L,+0,L,

0 1 0 —i 1 0
og.L= L L L
(1 0) “‘+(f 0) ”+(0 —1) ’
L Lx—-:'Ly)

e 1=
L, +iL, -1,

bagmntist bulunur. (IV.8.17) (ve (IV.8.15) bagmntilar1 (IV.8.11) 6zdeger denkle-
minde yerlerine yazilirsa

( L, L, — fLy) (Cl Yl,m—-l) = — (k + l)ﬁ(gl Yl,m-l) (IV.8.18)

(IV.8.17)

L. +iL, — L, G Y, 2 Yim
veya
Cl Lz Yl.m-l + C2 (Lx — IL),) Yfm = = (k + I)h Cl Yl-m-l} (IVSIBa)
Cl (Lx + IL,v) Yl.m—l - Cz Lz Y!m = - (k + l)ﬁ Cz Ylm
Ozdeger denklemleri bulunur. Ayrica,
LYy =m—DhY,,, (1v.8.19)
Lz Ylm = mh Yim

dzdeger denklemleri yazilabilir. Ote yandan, (IV.4.22ab) bagintilarim hatirla-
yalim :

(L, +iL) Y, =hll—m{I+m+ DY, (IV.8.20a)

L,—iL) Y, =#ll+m(—m4+D]'"2Y, ., (IV.8.20b)
(1V.8.20a) bagmtisinda m yerine m — 1 yazilirsa

Ly +iL)Y, =00+ m(—m+ DY, (1V.8.20c)
bagintis1 bulunur. Eger bir kisa yazma sekli i¢in

.= 4+mi—m4 1)]'? (Iv.8.21)
tanimi yapilirsa (1V.8.20b,c) bagintilan

(L,—iL)Y,,=hT, Y,,_, (IV.8.20b)

L,+iL)Y,, =i, Y, (IV.8.20c)

sekillerinde yazilabilir. Eger (IV.8.19) ve (IV.8.20b,c) bagmtilar1 (IV.8.18a) 6z~
deger denklemlerinde yerlerine yazilirsa, bu denklemlerden birincisinin her iki
yaninda # Y, ,,_, ¢arpam ve ikincisinin her iki yaninda da # Y, ¢arpani kisalti-
labilir. Boylece

Cim—1)+CI,,=—F(+1)C

GIl,—Cim=—((k+1C,
veya
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I,C=—-+mcC,
IN.,Ci=—k—m+4+1)C,
veyd (IV.8.21) bagntisint yerine yazarak

¢ _I0+mi—m+D? _ ~Gk—m+1 av.5.22)
C; —(k+m) I+ m((—m+ D)2
sonuglarina variir. (IV.8.22) pbagintilarmin ikincisinden
k+mhik—m+D=U+ml—m+1)
B—mtktm=>P—m+Il+m
k=141
k—DE+I+1)=0 (IV.8.23)

denklemi elde edilir. Bu denklemin k =/ ve k = — (I 4 1) seklindeki iki ¢6-
ziimii (IV.8.13) bagintilarma gére j =/ F 1/2 kuvantum hallerini verir. Tki &
dzdegerinden her biri icin (IV.8.16a) ve (IV.8.22) denklemlerinden ¢&ziilebilen
C,, C, takimmm aracihjt ile (IV.8.15) bagmutsi ile belirlenen bir Szvektdr bu-
lunur. $imdi s6z konusu C, , C, ¢6ziim takimlarim1 bulahim. k& =1 igin (1V.8.22)
denklemleri

C, [+mU—m+DI"2 —(—m+1)
C, —((+m) T W+md—m+ e
veya
G (-’-:l’ila)m (IV.8.222)
C, I+ m
veya

c? _l=m+1
C? I4-m
seklini alir. (IV.8.16a) bagmtisinin yardim ile

C? _
LG om0
C3 C3 I +m I+ m
elde edilir. Boylece k =/ igin
Cf=1-m+1 C§=l+m
2041, 2041

veyd (IV.8.22a) bagntisi ile tutarh olmak iizere



238 » ACISAL MOMENTUM VE SPIN

C, = — Vi—m+l c,=Yitm (IV.8.24a)
V20 +1 V201

sonuglarina vanlir. O hilde, k = I 6zdegerine ait SzvektSr veyd spindr

1 —\Vi—m+17,,_
g A v hrart (IV.8.24b)
V2 + 1 JiTmy,,
seklindedir. (IV.8.14a) bagintisim kullanarak
Y
1—1 1 H 2 l’u_?
xﬂ V= ——— (IV.8-24C)

V2l +1 T
| \/I-I-ll—l—-z— Yi.+%

veyd I+ 1/2 = (2] + 1)/2 6zdesligini kullanarak

( 1 1/2
—(=—=t—) Y-
¥E = (IV.8.24d)

1 poo\2
— + Y, .1
(2 21 ) hety

sonucuna vanlir. £ = — (I + 1) igin benzer islemler yapilirsa, (IV.8.22) denk-
lemleri

C, +md—m+ D2 I+ m
C, I—m+1 W Hmd—m+ e
veyd
c, ([ l+m
o (_1 e ) (1V.8.22b)
veya
c I4m

¢ I-m+1
seklini alir. (IV.8.16a) bagmtisinin yardimi ile

1 Ci
-—2=—~—;+1=«-{-—i--—n-f—-——+1:——*ﬂ—
C3 o l—m-<1 I—m-+1
elde edilir. B&ylece k = — (I + 1) igin
Cf=l+m, C§=I—m+1
2141 20 41

veyd (IV.8.22b) bagintis: ile tutarh olmak iizere
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(1V.8.253)

(IV.8.25b)

c_Vitm c _Vi=m+1
oVt 2 V2T + 1
sonuglarina varilir. O halde, Kk = — (! + 1) 6zdegerine ait vektdr veyd spindr
x“.% —_ 1 \/1 + m Yl.m-l
[* ~T R —

seklindedir. (IV.8.14a) bagmntisint kullanarak

i
-xl-l-g-

1

Y VarFa

_— \
1
\/l “+p+ 5 Yt.u—%-

1
vl —n+ _2_ Yf.u'{-%

\

veyd I+ 1/2 = (21 + 1)/2 6zdegligini kullanarak

t+1
X 2

(_1_
2

[ /1
(z

u
211

1;2 ]

I'l 1/2
) Yiusl

2041

(IV.8.25¢)

(IV.8.25b)

1 = s - - - Ead + LE
sonucuna varilir. x,¥¥ spindrlerine spindr kiiresel harmonik adi verilir,

(Iv.8.13) bagintisina bakarak j kuvantum sayist yerine k£ kuvantum sayisi
kullanilabilir. Boylece (IV.8.24d) bagntis1 ile verilen spindr

k>0 icin: yg,

l

( 1/2 )
_— ...1_ ~— H Yi. .1
2 2% +1 wE
1 T 172
(-?T + —2k 1 ) Yk.u-l-%—

(IV.8.262)

seklinde yazlabilir. Ote yandan, j=I+1/2 veyd k=—(+1) i¢in I=—(k+1)
ve 21 + 1 = — (2k + 1) oldugundan, (IV.8.25d) bagintis1 ile verilen spinér de

k<0 igin: 9, =

seklinde veyd k yerine — &k yazarak

1 m 1/2

(3= ayr) et
1 172

(34 3T) et

]

J

(1V.8.26b)
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(1 . 12 ,
e a Y4 1

N (2 2% — 1 ) M

k>0igin: ¢ ., = (1V.82.6¢)

i m 12
(- wr) e

seklinde yazilabilir.
DIRAC &zdesligine gore

(¢.(¢g.L)=r.L+ioc.(r XL) i)
(c.L)(e.t)=L.r+ioc.(L xr) (ii)

Gzdeslikleri yazilabilir. Problem I.8. e bakarak
Lxr+4+r XxL=2ir (iii)
r.L=L.r=0 (iv)

yazilabilir (i) ve (ii) bagmtilarin: taraf tarafa toplayarak ve (iii) ve (iv) bagmti-
larim yerlerine yazarak

(.0)(c. L)+ (.L)Y(o.1)=—2%0.1 )

bulunur ¢ vektér operatériiniin r yer vektdrii tizerindeki izdiigimii olan o,
operatdri

ro,=r.g=g.r (IV.8.27)
bagntis1 ile tanimlanir. Gene DIRAC &zdesligine gore
e.n(e.n)=r.rI4+ic.rxr

veya
(.v)=r1 (1V.8.27a)
oldugundan, (IV.8.27) bagintisinin her iki yaninin karesini alarak
ol =1 (IV.8.28)

sonucuna vartlir. Ote yandan, (IV.8.27) taum bagintist (v) bagintisinda yerine
yazilirsa

o, . LY+ (¢.L)o, +2fc,=0 (IV.3.29)

sonucuna varnhr. Simdi (IV.8.11a) dzdeger denkleminin her iki yamimi soldan
©, operatdrit ile garpalim :

G, (@ . L)Y = —(k + D) Aio, q, (IV.8.30)
bulunur. Ote yandan, (IV.8.29) operatdr bagntisini y,, 6zvektdriine uygulayalim:
G, (O' . L) Kien + (0' . L) O, Lku + 2% O Xku = 0 (IV831)

elde edilir. Eger (IV.8.30) bagmtisa (IV.8.31) bagmtisinda yerine yazilirsa
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(@ .o, %=k + 1) = 2]# 0, %,

veya
(. L)yo,py,.=(k—1Dho, . (IV.8.32)
sonucuna varithr, Ote yandan,
@ L)Y = — bk + DAY, (IV.8.11a)
6zdeger denkleminde k& yerine — &k yazilirsa
(0. D) xu=(&—1DAx,, (1v.8.33)

Szdeger denklemi elde edilir. (IV.8.32) ve (IV.8.33) 6zdeger denklemleri kars:-
lastinthirsa o, ¥, V€ Y_i,. spindrlerinin, ¢ . L operatoriniin aymt & — 1 6zdege-
rine ait dzvektorieri oldugu goriiliir. O halde, bu iki ézvektér orantih olmahdir.
Yani, a bir sibit biiyiiklik olmak iizere

O, Ycw = @ Xieoe (IV.8.34)
yazilabilir. (IV.8.34) bagintisinda &k yerine — &k yazilirsa
G Nt = @ Yot (Iv.8.35a)

bagintist bulunur. (1V.8.34) bagmtsmun her iki yam soldan o, operatorii ile
garpilirsa, (IV.8.28) bagmtisim1 kullanarak

Yiw = O, Ypoe (IV.8.35b)
bagmtist bulunur. (IV.8.35a) bagntist (IV.8.35b) bagmntisinda yerine yazilirsa
Yiw = @ Y (IV.8.35¢)
bagintist bulunur. Bu bagintinin gergeklenmesi igin 4> = 1 veyd ¢ = + 1 olma-
hdir. Dogru sonug ¢ = — 1 dir. Ozel bir hal igin @ = — 1 oldugunu ispatlamak
yeterlidir. (IV.8.27) bagmtist kartezyen koordinat sisteminde
re,=x6,+yg,+z0, (Iv.8.27b)

seklini alir. Eger (x, y, z) kartezyen koordinatlart (r, 0, ¢) kiiresel koordinatlarma
doniigtiiritlecek olursa (IV.8.27b) bagintisi

o, =sinf (cosg 6, + singp g} + cosB o, (Iv.8.27¢c)
seklini alir, ® = 0 &zel hali igin

1 O
c, =0, = IV.8.36
=o=(y _) (Iv.8.36)

elde edilir. Ote yandan, kiiresel harmonigin &zelliklerinden

21 1 \1/2
Y, O, ) =( 1 ) 8o

(IV.8.37)

oldugu bilinmektedir. (1V.8.37) bagmntisy, / =%k ve m = p F 1/2 yazarak
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£} (IV.8.37a)

2%k 41 \12
Yeur3 0, 0) = (-———) 3,

4

seklinde ve I=k — 1 ve m = p F 1/2 yazarak ta

2% — 1 |12
Yk—l.u:F%' (0’ (P) == (T) Bu’i% (IV.8.37b)

seklinde yazilabilir. (IV.8.37a) bagintilart (IV.8.26a) bafintisinda yerlerine yazi-

hirsa

_ 1 — 2k + 1 —2p)1#2 Bu,%_ Vak T 1
V2@k+1) | @+ 142pym5, 1 | ax

bulunur. Ote yandan, (IV.8.37b) bagmtilann (IV.8.26c) bagintisinda yerlerine
yazilirsa

Xku

. 1 (2k -1 4 2!-1)”2 ﬁu‘% ’_Zk —-_l
V2@ =1 \ @k —1—2015, 1 | Vax

X—k.u

bulunur. Son iki bagintida gerekli kisaltmalar yapilirsa

x| = Sl
Yiw = \\//:T 7 (IV.8.382)
T 8,4
ve
& { Sl
v 7 (1V.8.38b)

x-k.u = \/4—1: S _%

s,

sonuglarina varihr. (IV.8.36) ve (IV.8.38a,b) bagntilarii kullanarak

vE (1 ¢9 — 8,1 VE [ %l

O, taw = —= -
¢ \/41‘! 0 —1 83»—%' \/41‘: 3“'_%_

veya
O Yrw = — Kmteone (1V.8.39)

sonucuna varilir. (IV.8.39) bagntisi, o, Giniter matrisinin ¥, ve x_,, spindrlerini
birbirilerine doniistiirdiigiinii géstermektedir.

(IV.9) SPINE BAGLI GENEL DALGA FONKSIiYONU, HiDRQJEN ATO-
MUNA UYGULAMA

Kuvantum mekaniginde bir noktasal pargacik, bir y dalga fonksiyonu veyi
HILBERT uzaymda pargacigin kuvantum hilini belirleyen bir y hal vekidri ile
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tasvir edilir. Eger y dalga fonksiyonu SCHRODINGER denkleminin ¢6zitmii
ise, bu takdirde yalmiz parcacigin adi fizik uzayindaki yerini belirleyen r yer vek-
toriiniin bir fonksiyonudur. #/2 spinine sdhip bir par¢acik igin, drnegin bir elek-
tron igin yazilan SCHRODINGER denklemi de elektrona ait yer koordinat-
[armm bir fonksiyonu olan bir daiga fonksiyonu verir, fakat elektronun S, spini
hakkinda higbir bilgi vermez. Halbuki spine sdhip bir pargaciga ait genel dalga

fonksiyonu, r dinamik degiskeninin yaninda S, = —;—-ﬁ o, dinamik degiskeni-

nin de
Q=0 S)=0(,0c,) av.a.n

seklinde bir fonksiyonu olmalidir. Burada (x, y, z) kartezyen koordinatlar: fizik
uzaymin herhangi bir noktasm: gdsterecek sekilde (— oo, oo) arabklarinda degis-
tigi halde, o, nin 4+ 1 ve — 1 degerlerini alan iki 6zdegeri vardir. Bu &zdeger-
lerin, z kartezyen koordinat eksenine gére, + 1 degeri icin “spinin yukar1 dogru”
ve —1 degeri icin de “spinin asafi dofru” yonlendifi séylenir. Elektronun 1sik
hizinin yaninda ihmal edilebilecek kadar kiigiik hizlari igin, elektronun spinine
ve yerine etki eden kuvvetler kendi aralarinda etkilesmezler ve bdylece dalga
fonksiyonu

O, S,)=y{@y(S,) (IV.9.2)
seklinde, yani yerin ve spinin fonksiyonlarmin ¢arpim olarak yazilabilir.
Simdi
Hy,=E,v, (1v.9.3)
seklindeki zamanda bagimsiz SCHRODINGER denklemini disiinelim. Bu
denklemdeki HAMILTON operatérii

2
H, =~ . v+ V@) (v.9.9)

2m
seklinde olsun, yani kiiresel simetrik ¥ (r) potansiyel enerji fonksiyonunu ihtiva
etsin. Bu takdirde, 1. Boliim ve 1. Boélimdeki bilgilerimize gore, kiiresel koor-

dinatlarda (IV.9.3) denkleminin ¢6ziimii olan 6zfonksiyonlar

Yo (1,0, 0) = R, (1) Y,,, (6, @) (1¥.9.5)
seklindedir ve n,7/ ve m kuvantum sayilarma baghdir. O hilde, (IV.9.2) bagintisi
da m; = 4 1/2 olmak flizere

(Dnlmms (l', Sz) = l["nlm (I') ')Cm, (Sz) (IV96)

seklini alir. Boylece, atom fiziginde elektronun kuvantum hélini belirleyen ve
n, I ve m harfleri ile gosterilen ti¢ kuvantum sayisimn yerine n, /, m ve m, harfleri
ile gosterilen dort kuvantum sayist kullamilmalidir. Siiphesiz (IV.9.6) bagintis: ile
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verilen ® fonksiyonu da (IV.9.3) bagmtisi ile verilen SCHRODINGER denk-
leminin ¢6ziimiidiir. (IV.9.4) seklindeki HAMILTON operatorii igin (IV.9.3)
denklemi

Hy Vi = Epy Yopm (IV.9.3a)
seklini alir,

I1. Boliimde hidrojen atomu igin (IV.9.3a) bagintis: ile verilen zamandan ba-
gimsiz SCHRODINGER denklemini ¢5zdiik, yani hidrojen atomunun E, ener-
ji ozdegerlerini ve v, enerji 6zfonksiyonlarm bulduk. Bu maksatla (IV.9.4)
bagmtist ile verilen H, HAMILTON operatériinde

e2
V()= —— av.e.n
r
seklindeki potansiyel enerji fonksiyonunu kullandik. Siiphesiz V' (r) fonksiyo-
nunun uygun se¢imi ile, H HAMILTON operatorii alkali atomlarinin dolu
elektron kabuklarimin disindaki tek elektiron igin de uygulanabilir. Simdi hidro-
jen atomunun spektroskopik cizgilerinin ince yapisint veren enerji Ozdegerlerini
inceleyecegiz. DIRAC denkleminin aracihi: ile rolativistik olmayan yaklasiklik
igin elektronun spini ile ydriinge agisal momentumu arasindaki etkilesmeden
kaynaklanan
1 1 dv
H, i S.L (IV.9.8)
seklindeki bir spin-yériinge enerjisi teriminin HAMILTON operatoriine eklen-
mesi gerektigi bulunmustur. H,, terimini daha kisa yazabilmek igin

Jr) = L _1dy (1V.9.8a)

2mier r dr

tantm yapilirsa (IV.9.8) bagmtist

H,=f(rS.L (1V.9.8b)
seklini alir. Boylece, diizeltiimis HAMILTON operatérii
H=H,+ H, (1v.9.9)

seklinde ve zamandan bagimsiz SCHRODINGER denklemi de (1V.9.3a) denk-
leminin genellestirilmesi ile

HY o = Epp Yoo (1v.9.10)
seklinde yazilabilir, (IV.9.10) denkleminin kiiresel koordinatlardaki ¢dziimii
‘Pnku = Gnk (I‘) Xku (9’ (p) (Ivg‘ll)

seklindedir. (IV.9.10) denkleminin her iki yan1 soldan v, vektorii ile skaler ola-
rak carpihrsa
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HY = (W s Hy g = E (Iv.9.12)

bulunur. (IV.9.9) bagimntisimn her iki yanmin vy, vektoriine gore beklenen de-
geri almirsa (IV.9.2) bagmtisina bakarak

Ey = H) = (H) + {Hy,) (IV.9.13)
bulunur. Ote yandan, k& ve / kuvantum sayilarinm arasinda
ke +1D)=I(I+1

bagmmtis1 oldugundan, (IV.9.3a) denkleminin bir baska ¢ézitmi, (IV.9.5) ¢ozii-
miindeki Y, kiiresel harmonigi yerine %, spindr kiiresel harmoniginin yazl-
masi ile elde edilebilir ve

(I)nku. (I", 0, ‘P) = -an (?‘) Xiu (99 ‘P) (IV914)
seklindedir. Boylece, (IV.9.3a) 6zdeger denkleminin yerine
Ho Qo = En Dk (Iv.9.15)

ozdeger denklemi alinabilir ve dolayisi ile de H|, operatdriiniin iki gesit beklenen
degeri esit olur :

@t » Hy Ppie) = Wt s Hy Voim) = E, (Iv.9.16)
Ote yandan, (IV.9.13) bagmtisinda
[ <CHyp | K | <Hp | =1 £, ]| (Iv.9.17a)
oldugundan,
Enk = (Wnku b4 H‘Vnk;.) = (‘anu H H(anu) (IV917b)

yaklagikit1 yapilabilic ve boylece (IV.9.13) bagintistnin sag yanindaki beklenen
degerler ®,,, vektsrii cinsinden olur :

Ep=@®,.,H®o,)+ @, ,0,,) (IV.9.17¢)
(IV.9.16) bagntist (IV.9.17c) bagmusinda yerine yazilirsa
Ep==E, + Qs Hyp Opil) (Iv.9.18)
elde edilir. Ote yandan, (IV.9.8b) ve (IV.9.14) bagntilarina bakarak
(Priu » Hop o) = Ry, S () Ry (i » S - L) (1v.9.19)

bagmtis1 elde edilir. (IV.8.11a) bagintisini kullanarak ve S = #¢/2 oldugunu
hatirlayarak

1
Ol s S - Lip) = — > Ak + 1) dv.9.20)

bulunur. Bu bagnttyr kullanarak ve

) =R, . (DR, Iv.9.21)
tanumim yaparak, (IV.9.19) bagmntismin aracilign ile (IV.9.18) bagmtisi
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E,=E, — % Bk + 1) <D (1V.9.22)

seklini alir. (IV.9.7) baguntisi (IV.9.8a) bagintisinda yerine yazilirsa (IV.9.21)
tanimimin aracihs ile

@y = 2;: - <-_:T> (av.9.23)

bulunur. Problem I1.2. ye bakarak (IV.9.23) bagintisinda

(%)=
, nsz(z+%)a+1)a3
yazilirsa, (IV.9.22) bagintisinda yerine yazarak

o &5 (k + 1)
b= B = e G D @ T 1) Av.9.24)

sonucuna varthr. Bu sonuct « = e?/fic bagintis1 ile tammlanan ince yapt sibiti
cinsinden yazmaya ¢alisahm. BOHR yaricapr a, = h*/m e* bagmus: ile verildigi
icin

ki £ me? et A

——— TS e——— = N J— 2

2 .2
mea, mc H he m* ¢* ag

badintilar1 yazilabilir ve boylece (1V.9.24) bagintisi

2
E,~E = Y&+1 d (IV.9.242)

i+ 024 1) 2a,
seklini alir. Hidrojen atomunun spektroskopik cizgilerinin ince yapisim veren
enerji farklar1 herhangi bir / i¢in j =/~ 1/2 ve j = I + 1/2 kuvantum hallerine

ait enerjilerin farki cinsinden bulunur. (IV.8.13) bagintilarina goére bu kuvantum

halleri & kuvantum sayisinin & =/ ve k = — (I 4 1) degerlerine aittir. O halde,
ince yapiya ait olan s6z konusu enerji farklar:
AE=E 4, y— E, (IV.9.25)

bagntisi ile tanimlamir (IV.9.24a) bagintis (IV.9.25) bagintisinda yerlerine yazi-
lirsa ve

Ak=—=(+1)—I=—QI+ 1
olduguna dikkat edilirse
a? e?

E= (1V.9.253)
i+ 1) 2a,

sonucuna varilir.
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER
IV.1. B ve C iki vektdrel alan veyd o ile komiitatif olan iki vektdr operatér
olduguna gére, DIRAC &zdesligi adi verilen
(. B(o.CO)=B.O)I+ie.(B xC)
Ozdesligini ispatlaymiz. B = C = L =r X p 6zel hili igin bu 6zdesligin alacag

sekli bulunuz.

Yol gisterme : ©_, 0, ve o, operatdrlerinin gergekledigi dokuz bagintiyr
kullaniniz.

IV.2. r yer vektorii olmak iizere » 6, =r.dg bagmirs: ile tammlanan o,
matris operatdriiniin kiiresel koordinatlardaki ifddesini bularak normlanmig 6z-
vektdrlerini bulunuz.

SONUCLAR : o,y = Ay olmak iizere, A = =+ 1 igin :

8 1 . 0 1
il Fie _ ~ ~2~‘P
B cos —-e ~ sin -
"o sin o e‘lz'rifp T cosie% i
"3 2
Iv.3. S,=£—.S ve J = L 4 S olmak iizere
r
S,8]=—[L,S)=#~— xS
r

bagmmtisn: ve boéylece [J, S,] = 0 oldugunu ispatlayimz.

IV4. x™y =1 normlama sartin1 saglayan keyfi bir

= (3)

siitun vektdrii cinsinden o, , o, ve ¢, matris operatdrlerine ait Ao, , Ao, ve Ao,
belirsizliklerini ve A o, Ao, belirsizlik ¢arpimini hesaplayimiz. y=a ve x=p &zel
halleri igin sonuglar ne olur? Buldugunuz sonuglart HEISENBERG belirsizlik
ilkesinin en genel if3desinin aracilift ile elde edilen bagint: ile kargilagtiriniz.

SONUCLAR : Ao, =|a®—#|, Ac,=|a+b|, Ac,=2]a]|b]|

IV.5. n bir tamsay1 olduguna ve 4 ve B uygun sabitler olduguna gore
(¢,.0,)'=A1+ B(g,.0,)

bagmtisinin varhgmi ispat ediniz. @, .¢, operatériiniin 6zdegerlerini ve &zvek-
torlerini bulunuz ve bdylece A ve B sabitlerini #» tamsayisi cinsinden hesaplayiniz.



248 x ACISAL MOMENTUM VE SPIN

Yol gosterme : (IV.7.22), (IV.7.16) ve (IV.7.24a) bagmtilarini kullanmniz.
IV6. (0, X 0,)) =6 — 2 ¢, .0, bagmtistm ispat ediniz.

IV.7. Spin operatdrleri S; ve S, olan iki pargaciktan olugan bir sistem veri-
liyor. Pargaciklarin izafi yer vektérii r =r —r, ve toplam spin operatorii de

1
SZSI +Sz=—£ﬁ(0'1 +0'2)
olduguna gore
3 2 73
S12 = —rz—(O'I.l')(O'z.l')— g, .0'2=—;i£‘[7 (S-r)z_sz]

bagmtisini ispat ediniz.

IV.8. j=1 icin J agisal momentum vektdr operatdriiniin kartezyen bile-
senlerinin matris temsilleri

01 0 0O —i 0 10 0
fi #
Jxm—“?_— 0 1 » J:——_“‘ 1 —F | Jz=ﬁ 0 0 0
\/2 y \/2 i 0 i
01 0 o i 0 0 0 —1

seklinde olduguna gore, rJ, = r.J bagmtist ile tammlanan J, matris operato-
riiniin kiiresel koordinatiardaki ifidesini bularak, 6zdegerlerini ve normlanmis
Ozvektorlerini bulunuz.

SONUCLAR : J,x = A#iy olmak iizere A, =1, A, =0 ve A, = —1 igin

-l— (1 + cosB)e—ie — —1-_— sin O e—ie
2 V2
Y, = —~—1 sin 9 As = cos 0
1= \/f r AT ’
1 : | B .
— (1 — cos ) ci® —— sin § ef®
2 V2

'3

1
— (1 — cos B) e—'®
5 (

———lTsinB

X3 \/2

—i— (1 + cos B) ef*
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IV.9. Determinant1 bire esit olan 2 X2 nci mertebeden her iiniter matrisin
IcosB +in.gsin@=exp(ifn.o)

seklinde oldugunu ispat ediniz. Burada 6 ve nr birim vektdriiniin bilesenleri uy-
gun sekilde secilmis parametrelerdir. Bu matrisin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini
belirleyiniz.

IV.10. j=1 i¢in J agisal momentum vektdr operatoriiniin kartezyen bile-
senlerinin highiri kOsegen olmayan matris temstllerinin

00 0 0 0 i 0 —i 0
J,=#l0 0 —i), ;=4[ 0 0 0}, J,=#(i 00
0i 0 —i 00 0 00

sekillerinde oldugu bilinmektedir. m birim vektoriiniin kartezyen bilesenleri n,,
n, ve n, dir. Once

m.JyY=#n.J

oldugunu gdsteriniz. Bu bagintiyr kullanarak
i i 1
exp| —8n.J)=7+ —n.Jsin0--—n.J)P(cosh — 1
p ( : ) . (0. 37 )

oldugunu gosteriniz. Bu iiniter matris n birim vektériiniin belirledigi eksen etra-
finda 6 agis1 kadar bir donmeyi temsil eder. Bu matrisin dzdegerlerini 0 agist
<insinden bulunuz.

IVl (IV.9.10) bagmtis:1 ile verilen

H\l’nkﬂ- = Enk Y aku
geklindeki genellestirilmis SCHRODINGER denkleminde (IV.9.11) bagmntisi ile

verilen
Vake = Gnk () Xicw ®, ¢)

dalga fonksiyonunu yerine yazarak
— Tk T nk E, —V)—
dr? r dr [ﬁz o )

radyal denklemini bulunuz.

kEED e+ l)f(r)] G =0

rz




V. BOLUM

PARCACIK
SISTEMLERI

(V.1) IKi PARCACIKTAN OLUSAN SISTEMLER

Laboratuvar sisteminde kiitleleri 7, ve m, olan 1 ve 2 sayili iki pargaciga
ait HAMILTON operatorii paragraf (IL2) de gosterildigi gibi
_ _ KB
H=H(1,2) =5 -+ 2

1

+ V(1) (V.1.1)

2

seklindedir. Burada V(r,,r,) iki parcaciktan olusan sistemin potansiyel enerji-
sidir ve

Vi, )=V, @)+ V,&)+ V,,, —1,) (V.1.2)

seklinde {i¢ potansiyel enerjinin toplamudir. Bu bagintida ilk iki terim dis kuvvet-
lerin 1 ve 2 sayih pargaciklarin tizerindeki etkisini gdstermektedir ve 6zel halde
bir 3 sayith pargacigin varhgini ifade eder. Uglincii terim ise, 1 ve 2 sayili parga-
ciklarin arasindaki erkilesme potansiyel enerjisidir. Bdylece, zamandan bagimsiz
SCHRODINGER denklemi

H(1,2)®(x, ,r)=ED(r,,1,) (V.1.3)

seklinde yazilabilir. Genel hilde (V.1.3) denklemi ¢6zillemez. Fakat iki 6zel hal
icin bu denklemin ¢oziilebilme olanagt vardir :

Birinci 6zel balde V, = V, = 0 dir, yani dig kuvvetler sifirdir. Bu takdirde
ii¢ cisim problemi kendiliginden iki cisim problemine indirgenir. Bu &zel haldeki
problemin ¢6ziimiindi, yéni iki cisim probleminin tek cisim problemine indirgen-
mesini paragraf (I1.2) de gérdiik.

Ikinci 6zel halde V,, = 0 dir, yani pargacikiarm arasindaki etkilesme potan-
siyel enerjisi sifirdir. Bu paragrafta dis kuvvetlerin etkisi altinda bulunan, fakat

250
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etkilesmeyen iki pargacik i¢in (V,1.3) denkleminin ¢dziimiinii inceleyecegiz. Simdi
(I1.2.6) bagmtisinda verilen tamimlar: kullanarak

2
#
H (1) = Zf:l A il v+ ¥, (1) (V.1.4a)
P )
Hy(Q) = 5o+ Vo) = =5 - Vi + V(@) (V.1.4b)

tamumlarint yapalim. H, (1) ve H,(2) operatorleri 1 ve 2 sayili pargaciklara ait
HAMILTON operatérleridir, (V.1.2) bagmtis1 (V.1.1) bagmtisinda yerine yazilirsa

H(1,2) = ji + V@) + % + V@) + Vi, — 1)
bagintis1 bulunur. EZer (V.1.4a,b) bagmtilar1 bu son bagmtida yerlerine yazilirsa
H(1,)=H 1)+ HQ2)+V, (V.1.5)
sonucuna varihir. Inceledigimiz 6zel hal igin (V.1.5) bagintisi
H(1,2)=H, (1) + H,(2) (V.1.6)
seklini alir. EZer bu bagintiyi kullanarak (V.1.3) denkleminde,
H, (D) y, (1) = EP y, (1) (V.1.7a)
H,(2) v, (2 =EPvy, (2 (V.1.7b)

Szdeger denklemlerinin aracihif ile tammlanan y, (1) ve v, (2) dzfonksiyonlar
cinsinden,

O, (1) = D, (1, 2) = v, (1) v, (2) (V.1.8)
yazilirsa
[7H,() + H,Dy,Dy, 2 = Ep v, (D v, (2)
veya
v. QY H Dy, (D) + v, (1) H,Qvy, Q=E, v, (1)y, (2
bulunur. Bu bagmtinin her iki yammr v, (1) v, (2) ile bolerek

¥, (1) v (2)
elde edilir. (V.1.7a,b) bagintilarimi (V.1.9) bagmmtisinda yerlerine yazarak
EV+EP =E, (V.1.10)

sonucuna varthr. (V.1.8) ve (1.1.10) bagintilarina bakarak genel hilde su sonuca
vartyoruz : Herhangi sayidaki pargaciklardan olusan bir sistemin hareketini
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tasvir eden dalga fonksiyonu bu pargaciklardan her birine ait dalga fonksiyonlari-
nmm c¢arpimina esittir ve sistemin enerjisi de pargaciklarin ayri ayrt enerjilerinin
toplamina egittir.

(V.2) OZDES PARCACIKLAR

Aym cinsten ve i¢ Ozellikleri tamamen ayn1 olan » tane pargaciktan olusan
bir sistem géz Oniine alalim. Birtbirlerinin yerlerine en genel miimkiin sartlar
altinda konulduklarinda sistemin fiziksel durumunda higbir degisiklik olmuyor-
sa, boyle pargaciklarin dzdes olduklar: sdylenir. MAXWELL ve BOLTZMANN
m klasik istatistiksel mekaniginde, pargaciklarin her birine ait kesin olarak ta-
nimlanabilen yoriingelerin varhigt, yoriingelerinin disinda 6zdes olan pargaciklari
ilke bakimindan biribirlerinden ayirt etmeyt miimkiin kiar. Ciinkii her pargacik
bir deney esnasinda ydriingesi boyunca takip edilebilir. Kuvantum mekaniginde,
parcactklan tek tek tasvir edebilen dalga paketlerinin sonlu bilyiikligii, 6zellikle
biribirleriyle hatir: sayihr 6lgiide etkilesiyorlarsa, 6zdes pargaciklart yerlerine baka-
rak biribirlerinden ayirt etmeyi ¢ok kere imkansiz kilar. Bu, 6zellikle bir atomdaki
elektronlar igin doZrudur, ¢iinkii bir atomdaki elektronlan: hareket eden dalga
paketlerinin aracilifr ile tasvir etmek imkénsizdir. Bununla beraber, farkl atom-
lara ait elekironlarin, biribirlerinden yeteri kadar ayrilmig olduklan igin, yaklagik
olarak ayirt edilebilir olduklart kabul edilebilir.

Simdi iki 6zdes pargacik halini inceleyelim. Iki 6zdes pargacik icin SCHOR-
DINGER denklemi

H(1,2y(1,2)=Ey(1,2 (vV.2.1)

seklindedir. Burada 1 ve 2 sayilari, pargaciklardan her birinin yerini ve spinini
belirleyen biitiin koordinatlarim gdstermektedir. HAMILTON operatorii 1 ve 2
sayilarina gére simetriktir, yani

H(,2)=H(2,1) (V.2.2)

bagintisint saglar. Ciinkii parcgaciklarm 6zdes olmasi demek, bu pargaciklarin H
degismeden aralarinda yer degistirebilmesi demektir. Ote yandan, (V.2.1) bagin-
tist ile verilen SCHRODINGER denklemi, 1 ve 2 sayil: pargaciklar aralarinda yer
degistirdigi zaman aynt kalmahdir. O halde, (V.2.2) bagntisim1 kullanarak (V.2.1)
bagintist

H(,2)y(2,1)=Ey(2,1) (V.2.3)

seklini alir. Boylece, 1 ve 2 sayili parcaciklarin yer degistirmesi ile ortaya gikan
farkh iki 6zfonksiyon ayn1 E $zdegerine aittir ve soysuzlasma vardir. Bu tiir bir
soysuzlagmaya miibadele soysuzlagmast adi verilir. y (1, 2) ve y (2, 1) aym lineer
diferansiyel denklemin ¢éziimii olduklar: i¢in bu ikisinin
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0(1,)=Ay(1,2+By2 1D (V.2.4)

seklindeki bir lineer toplamu da gene (V.2.1) denkleminin bir ¢dziimiidir. Ote
yandan, | @ (1, 2) |? ihtimal yogunlugu, 6zdes parcaciklar aralarinda yer degistir-
digi zaman aym kalmalidir ve bdylece

2L P =22 DI (V.2.5)

bagintist gerceklenmelidir. Ote yandan, Ayw(l,2) ve w(1,2) aym kuvantum ha-
lini gosterdiginden

| Ay (1, ) P =fy(1,2)?

bagmtis1 yazilabilir ve buradan | 4 |2 = 1 elde edilir. Benzer gekilde,
|By (2, D =]y D

bagmtisindan da | B|> = 1 bulunur. O hilde, 4 ve B kompleks sayilan
A = eiu B = efe:

seklinde birer keyfi faz carpamdirlar ve boylece (V.2.4) bafintis1

O(1,2) = ey (1, 2) + e y (2, 1) (V.2.6)
veyd a = a, — a, faz fark: cinsinden
e—im @ (1,2) = y(1,2) + ey (2, 1) (V.2.6a)

seklinde yazilabilir. Ote yandan,
le—a (1, = | ®(1,2)
oldugu igin a, = 0 segilebilir ve (V.2.6a) bagmtist
(1, D)=y(,2) +e*y2, 1) V.27

seklini alir. (V.2.7) bagintis1, 6zdes pargaciklar sartin1 ifade eden (V.2.5) bagin-
tisinda yerine yazilirsa ei* belirlenebilir. Bu maksatla (V.2.7) bagmtisinin

®*(1,2) =vy*(1,2) + e~ y*(2, 1) (V.2.7a)
seklindeki kompleks eslenigi kendisi ile taraf tarafa ¢arpilirsa
2L P={yLDP+ 1y DE+y(,2)y*@Q e
+ w2 Dw*(1,2)elr (V.2.8a)
bulunur, Bu bagintidaki 1 ve 2 sayilan aralarinda degistirilirse
e DPE=ly@DP+iyLDP+ w2 D)y*(1,2) e
+y (L2 y*@, D (V.2.8b)

elde edilir. (V.2.5) bagmtisindan &tiirii (V.2.8a,b) bagmtilarinin sol yanlan esit-
tir ve sag yanlarinin da esit olabilmesi igin
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pie == g—ix
veyd
2% = | = e2lkm k=0,1,2,3, ..
sarti gergeklenmelidir. Buradan
gt = 4+ | = eikn (V.2.9)
bulunur. Eger (V.2.9) bagintis1 (V.2.7) bagintisinda yerine yazilirsa
O(1,2)=wy(,2) = y(2,1) (V.2.10)
sonucuna varihir. O hilde ¢zdes pargaciklar, pargaciklarm aralarinda yer degis-
tirmelerine gore, ya
O, (L,)=yv((L, D)+ vy D=0,2,1 (V.2.11a)
seklinde bir simetrik dalga fonksiyonuna, y3 da
O (L2)=y(1,2) —y2, )= —d,(2, 1) (V.2.11b)

seklinde bir antisimetrik dalga fonksiyonuna sdhiptir. Bu sonuglar siiphesiz her-
hangi sayidaki 6zdes pargacik igin de dogrudur. Ornegin, lic 6zdes pargacik igin
simetrik ve antisimetrik dalga fonksiyonlan (V.2.10) bagintistna benzer sekilde

®(1,2,3)=[w1,23)+vy23D+vy31,2)]
+ w2 1L3)+ vy, 3,2+ w3 2 1] (V.2.12)

seklinde yazilabilir. (V.2.12) bagmtisinda 3! = 6 adet terim vardir ve »n adet 5z-
des parcacik i¢in n! sayida terim yazmak gerekir.

Simdi bir dalga fonksiyonunun simetri &zelliginin zamanla degismedigini
gosterecegiz. Bu maksatla bir ¢ dninda simetrik olan bir &, dalga fonksiyonunun

ID,
ot

seklindeki zamana bagli SCHRODINGER denklemini sagladiini varsayalim.
Ozdes parcaciklar igin H simetrik oldugundan H ®, fonksiyonu da simetriktir.
O hilde, SCHRODINGER denkiemine gére, 3®,/9¢ fonksiyonu da simetriktir.
Boylece ¢ dninda @, simetrik ise, ¢ + d¢ dninda bu fonksiyon @, + (3®,/0¢) dt
seklini alir ve simetriktir. Dalga fonksiyonunun bu sekilde adim adim integ-
rasyonu istenildifi kadar uzun zaman araliklan igin devam ettirilebilir ve @,
nin her zaman simetrik oldufiu goriiliir. Benzer sekilde, ®, herhangi bir anda
antisimetrik ise, H®, ve boylece 3 ® /gt antisimetriktir ve dalga fonksiyonu-
nun adim adim integrasyonu @, nin her zaman antisimetrik oldugunu gosterir.

H®, =if
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(V.3) ETKILESMEYEN OZDES PARCACIKLAR, KUVANTUM ISTATIS-
TiGI VE PAULI DISARILAMA ILKESI{

Ozdes parcaciklar icin (V.1.4a,b) bagintilari

2z
H() = — ;—m v+ Vi) (V.3.1a)
hz
H2)=——v;+V(ry (V.3.1b)
2m

sekillerini alic. Etkilesmeyen iki dzdes parcactk igin (V.1.6) bagintist da
H(1,2) = H(1) + HQ) (V.32)

seklini alir. (V.3.2) ile tanimlanan HAMILTON operatérii (V.2.2) bagmts: ile
verilen 6zdeslik sartini gergekler. Ote yandan, (V.l.7a,b) denklemleri

H()y,(1) = E, y,(1) (V.3.3a)
HQ2) vy, (2) = E v, (2) (V.3.3b)

sekillerini alirlar ve
Hl,2)®,(1,2)=E, ®,(1,2) (V.3.4)

seklindeki SCHRODINGER denkieminin etkilegsmeyen pargaciklara ait (V.1.8)
seklindeki ¢8ztimii ile 6zdes pargaciklara ait (V.2.10) seklindeki ¢6ziimii birlegti-
rilirse

@, (1,2) = My, @) = v, () v (D] (V.3.5)

1

JE v,
sonucuna varilir. (V.3.5) dalga fonksiyonu, (V.3.4) SCHRODINGER denklemi-
nin ¢dziimiidiir ve (V.3.2) seklindeki etkilesmeyen iki 6zdes pargaciga ait HAMIL-
TON operatériiniin E, -- E, ozdegerine ait 6zfonksiyonudur. wy, (1) ve vy, (2)
&zfonksiyonlart normlanmis olduguna goére 1/y/2 katsayisi @, (1,2) ozfonksi-
yonunun normiama katsayisidir.

Simetrik dalga fonksiyonlarma sihip 6zdes pargaciklar BOSE-EINSTEIN
istatistifine uyarlar ve bu sebepten 6tiirli boson adimr alirlar. Antisimetrik dalga
fonksiyonlarina sahip 6zdes pargaciklar da FERMI-DIRAC istatistiine uyarlar
ve bu sebepten Otiirll fermion adm alirlar. Béylece kuvantum mekaniginde etki-
lesmeyen 6zdes pargaciklar klasik istatistie nymazlar ve yukarda s6z konusu edi-
len farkl iki istatistikten birine ve yalniz birine uyarlar. Bu istatistiklerin ikisine
birden kuvantum istatistigi adi verilir. (Bak. Ahmed Yiikse!l OZEMRE, Teorik
Fizik Dersleri Cild 5: ISI TEORISI).



256 ¥ PARCACIK SISTEMLERi

Bir pargacigin i¢ spininin degeri ile bu tiirlii pargaciklardan olusan sistem-
lere ait dalga fonksiyonlarinin simetri 6zelligi arasinda yakmn bir iliski vardrr.
Spinleri /4 nin tam kat: degerinde olan pargaciklar bosondur. Spinleri # nin bu-
guklu tam kati degerinde olan parcaciklar fermiondur. Bu, higbir ayricalit ol-
mayan bir ampirik kuraldir. Spini s =0 olan & mezonlan ve spini s =1 olan
fotonlar bosondur. Ote yandan, spinleri s = 1/2 olan elektronlar, protonlar
ve nétronlar fermiondur.

- (V.3.5) bagintist fermionlar igin

00, (1,2) = — | YD WD)

V2 (9, @
seklinde yazilabilir. Eger iki fermion aym: kuvantum héilinde ise kX = » yazilma-
hdir. (V.3.5a) bagmtisindan k = »n igin

@7, (1,2) = 0 (V.3.6)

sonucuna varilr, O hélde, iki fermion aynt kuvantum halinde bulunamaz. Bu so-
nuca PAULL disaridama ilkesi adi verilir. Disarilama ilkesi siiphesiz etkilesme-
yen fermionlar igin gegerlidir. Fakat bu ilke az etkilesen fermionlar i¢in de yak-
lasik olarak dogrudur. Ornegin bu ilke bir atomdaki elektronlar igin yaklasik
olarak dogrudur. Bu sebepten &tiirii, disarilama ilkesi PAULI tarafmdan kimya-
sal elementlerin peryodik cetvelinin bir agiklamasint yapmak iizere ilk kez pos-
tiile edilmistir. Ote yandan, disarilama ilkesi bosonlar igin gegerli degildir.

(V.3.53)

Bir atomda 1,2,...,n sayih elektronlar «, ,a,,..., a, ile adlandirilan kuvan-
tum hallerinden birinde ve yalmz birinde bulunurlar. Burada g, simgesi,
(n, [, m,m) kuvantum sayilar1 ile belirlenen kuvantum héallerinden herhangi
birini gdstermektedir. Buna goére, parcacik sisteminin normlanmis daiga fonk-
siyonu yaklasik olarak

Vo (1) ya (1) -y, (1)
O oo (o) = 1 | Y @) ¥ D) ¥a, )

Jr

(V.37

Vo () Woy () .- ¥, (W)

sekiindedir. Herhangi iki kuvantum hali ayni ise, drnegin 4, = a; ise, (V.3.7)
bagmtismin sag yanmndaki determinant ve bdylece sistemin yaklasik dalga fonk-
siyonu @ sifir olur ve disarilama ilkesi yaklasik olarak gergeklenir.

(V.4) HELYUM ATOMU

Ozdeg pargaciklarin incelenmesine bir 6rnek olmak iizere, helyum atomuna
ait elektronlarin kuvantum héllerini inceleyecegiz. Helyum atomu - 2e yiikiine
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sdhip bir ¢ekirdek ve bu gekirdegin etrafinda dénen —e yiikiine sahip iki elek-
trondan olusmustur. Bu pargacik sistemine ait HAMILTON operatérii
22 2 et

+ V4.1)
2m r r, |r, —1,{

i P
H(Q1,2) = o 4-

seklindedir ve H (1, 2) = H(2, 1) sartim saglar. Burada p, ve p, iki elektrona ait
momentum operatorleri ve r, ve r, de bu elektronlarm ¢ekirdege gore yer vek-
torleridir. Ote yandan, r, = |r{ = |r, —r,| iki elektron arasindaki uzakliktir.
{V.4.1) bagmtisinin sag yanindaki ilk dért terim elektronlarm kinetik enerji ope-
ratérierini ve ¢ekirdegin COULOMB alani igerisindeki potansivel enerjilerini
temsil eder. Son terim ise, iki elektron arasindaki elektrostatik itme ile ilgili clan
etkilesme enerjisidir. ilk yaklagikhikta bu terim ihmal edilebilir. Boylece,

2 2 2
_ 2e __ P 2 &2
H() = o o H(2) = S . V.4.2)
olmak iizere, paragraf (V.3) teki bagntilar uygulanabilir ve
H(1,2)=H()+ H(2) (V.4.3)
yazilabilir. Zamandan bagimsiz SCHRODINGER denklemi
HL2)®,(1,2)=E, ®,(1,2) (V.4.4)
seklinde bir 6zdeger denklemidir ve bu denklemin ¢éziimiinden H (1, 2) nin
a 1
D = N3 [v, (1) v, (D) — v, 2) v, (1)] (V.4.5a)
seklinde antisimetrik 6zfonksiyonlar:
s 1
D, = \/—f [w, (1D v (2) + v, (2) v, (1)] (V.4.5b)
seklinde de simetrik 6zfonksiyonlart elde edilir. Ozdegerler ise,
E,.=FE +E, (V.4.6)
seklindedir. Bu son ii¢ bagintidaki y (1) ve E,, 1 sayili elektrona ait
2
i 22 _
(2m 3 )%(1) = E,y, (D (V.4.7a)

seklindeki SCHRODINGER denkleminin ve v, (2) ve E, da, 2 sayilt elektrona
ait

o r ) v (D) = E v, (2) (V.4.7b)

seklindeki SCHRODINGER denkleminin ¢oziimleridir. Siiphesiz v, (1) ve v, (2),
hidrojenimsi bir atomun Ozfonksiyonlandir ve E, ve E, da bdyle bir atomun

(P_i_%z
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Ozdegerleridir. Helyum atomundaki elektronlara ait dalga fonksiyonlarinin her
biri, paragraf (IV.9) daki bilgilere gore, bir yer fonksiyonu ile bir spin fonksi-
yonunun ¢arpimi olarak yazilmahdir. S6z konusu olan yer fonksiyonlan (V.4.5a,b)
bagintilan: ile verilmistir ve spin fonksiyonlart ise, (IV.7.25a,b,c) bafintilarina
gore, m =1, 0, —1 olmak iizere

1
Xim = Gy Oy —\/_E (U'l Bz -+ a, B1)s 51 Bz (V483-)

seklindeki simetrik fonksiyonlardan olugan bir triplet ve

Koo = "\71“5‘“ (0, B, — ;B (V.4.8b)

seklindeki bir tek antisimetrik fonksiyondan ibaret olan bir singlettir. Ote yan-
dan, helyum atomuna ait dalga fonksiyonlarmin, elektronlar: belirleyen 1 ve 2
sayllarinin aralarinda yer degistirmesine gére antisimetrik olmasi gerektigini
biliyoruz. O halde, s6z konusu bu fonksiyonlar, yi antisimetrik yer fonksiyonla-
rindan biri ile simetrik spin fonksiyonlarinin

Dok Xim (4.V.92)

seklindeki carpimlar: olarak, y& da simetrik yer fonksiyonlarindan biri ile an-
tisimetrik spin fonksiyonunun

Drx Yoo (V.4.9b)

seklindeki ¢arpimi olarak yazilmaldir. Béylece, helyum atomunun antisimetrik
dalga fonksiyonlan asafidaki dort gesit ¢arpimlar seklindedir :
1
N v, Dy 2) — v, y, D] e, a,

V2

A v D@ - v, @ v, 1]

vz

L
vz o

B, + a,B,) (V.4.93)

el

1
vz

M v D — v, Dy, (DI B, B,

1 1
7"2:' [y, (1) wy () + v, (2) y, (1)] W (o, B, —a,B,) (V.4.9b)

Buraya kadar ilk yaklagiklikta (V.4.3) HAMILTON operatoriinii kullandik
ve (V.4.6) bagintis1 ile verilen E_, enerji 6zdegerlerini elde ettik. Ote yandan,
helyum atomuna ait HAMILTON operatérii (V.4.1) bagntist ile verilir ve

2
¢ __° (V.4.10)

ir, — 1, Fia

v

12—

olmak iizere
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Hi,)=HW)+HQ+ V, V.4.11)
seklinde de yazilabilir. Enerji 6zdegerlerinin gercege daha uygun bir yaklasik
ifadesini bulabilmek i¢cin (V.4.11) bagmtisinin her iki yanmin (V.4.9a,b) fonksi-
yonlarina gore beklenen degerleri alinmalidir. Boylece,

Eyg=<CHU,2)) =<HW)) + CH Q) + <V,
yazilabilir. (V.4.2) ve (V.4.7a,b) bagintilarma gore
(H()) =E,, CH(2)) = E,
oldugundan,

E.=E,+E + <V (V.4.12)

elde edilir. Ote yandan (V,,> biiyikliigi, (V.4.9a) dalga fonksiyonlarmin kul-
lanilmas ile

<V12> = /f (I)ﬁ;: xrm V]g (Dﬁk Lim dTl de (V4133.)
integrali ile ve (V.4.9b) dalga fonksiyonlarinin kullanilmas: ile de
V> = f f B3 %00 V= Dk oo A7, d, (V.4.13b)

integrali ile hesaplanabilir. %, ve ¥, Ozvektdrlerinin normlama bagmtilan
Xi';n Xim =™ %36 Yoo = 1
seklinde oldugu igin (V.4.13a,b) bagintilarindan
Wy = [ [ 1001V, dr, dr, (V.4.14a)
ve

Vi = / / | Ok |* ¥y, dv, dx, (V.4.14b)

sonuglarina vanlir. (V.4.5a,b) bagintilarina bakarak (V.4.14a,b) bagmtilarmin
ikisi bir arada

V> = f f v, (D v @ = V@ (D] Vypdn,de,  (V.4I5)

seklinde yazilabilir. Burada dr, , r, yer vektoriiniin gosterdigi nokta civarindaki
hacim elemanidir ve dv, de r, yer vektdriiniin gosterdifi nokta civarindaki ha-
cam elemanidir. Eger

01,2 =y, (D v, DF = v ) v Q) v, v, (1)  (V.4.16a)
tanimi yapilirsa

02D =y, QP [viDF £ v v v, (DD  (V.4.16b)
bulunur ve béylece (V.4.15) bagntist
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Vo = }2—[./' [0(1,2) + 02, 1] V,, de, dx, (V.4.17)

seklini alir. Ote yandan
[r—rn=|r —r|

oldugundan, (V.4.10) bagintisma bakarak
V.,=1V.

12 21
elde edilir. Bu sonug

ij(;,z) v, dv, dv, = f[Q(:z, 1) ¥, dr, d=,

ozdesliginde yerine yazilirsa

[[eunV,dnan = [foa D Vydndr,  (Va1n)

bulunur. (V.4.18) bagintis1 (V.4.17) bagimtsinda yerine yazilirsa

K= [ 00,2 ¥, dv dr, (V.4.172)

elde edilir. (V.4.16a) baZintisint (V.4.17a) bagintisinda yerine yazarak ve

Fu= [ [ 10,07 1w, @ P V,, dv, ds, (V.4.192)
ve
Gu= [ [Vt w2 @ v, @ v (V) ¥y dv, de, (V.4.19b)
integrallerini tamimlayarak
Vi) = Fope = G (4.V.20)
sonucuna varihir. F,, ve G, integralleri

Fu= 0, (D), (2, Vv, (1) v, (2))
ve

Gnk = (“l’n (1) Vi (2)’ VlZ Yy (2) wk(l))

skaler ¢arpimlar1 seklinde de yazilabilir, (V.4.20) bagmtiss (V.4.12) bagintisinda
yerine yazibrsa

Ey=E,+ E + Fy % Gy (V.4.21)

sonucuna variir, Buraya kadar helyum atomundaki iki elektrondan her biri igin
n ve k kuvantum héallerini farkh kabul etmigtik. Eger k = n ise, yani
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v (D) =, (1), V() = vy, ()
sartlart gergekleniyorsa, (V.4.9a) bagintilar: ile belirlenen triplet hale ait antisi-
metrik yer fonksiyonlar sifir olur :

(D:n=0

Boylece yalniz (V.4.9b) bagintisi ile belirlenen singlet héle ait dalga fonksiyonu
sifirdan farklidir. Bu dalga fonksiyonunun normlanmis sekli de

1

VAGRMCICLELNY (V.422)

D Yoo =
dir. Boylece (V,,> biyiikliigii

P> = [ [ O i Vs O xao 5,
VY& Yoo Xoo = 1 oldugu igin

VD =f/ | @S, 2 V,, dr, d,
integrali ile verilir. Bu bafintida

Orn =y, (D, (2)
yazilirsa

V= [[10,OF lv,@F V,,dv, dx, (V.4.23)

bulunur. (V.4.23) bagmtist (V.4.19a) ve (V.4.20) bagintilar1 ile k = n yazarak
karsilastirilirsa
Vip=F,,, G,, =0 (V.4.24)

sonuglarina varilir. Son olarak bu sonuglar &k = » igin (V.4.21) bagintismnda yer-
lerine yazilirsa

E,=2E +F,, (V.4.25)
bulunur. Siiphesiz helyum atomunun temel hali

Ew=2E +F,
enerjisine ship bir singlet haldir.

(V.4.21) bagintisinin sag yantndaki G,, terimine ait (4-) isareti spin dogrul-
tularimin antiparalel oldugu singlet héle aittir ve bu haldeki helyuma parahelyum
ad: verilir. G,, terimine ait (—) isareti ise, spin dogrultularinin paralel oldugu
triplet hale aittir ve bu haldeki helyuma da orrohelyum ady verilir. G, nin her

zaman pozitif oldugu gdosterilebilir ve bu sebepten 6Gtiirii, singlet seviye enerji
bakimindan her zaman triplet seviyeden daha yukaridadir.
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

V.1, (V.4.19b) bagmus: ile verilen G, integralinin pozitif oldugunu ispat
ediniz.

Yol gosterme : 1 - f exp [[k.(; —r)]
(r, ~1,| 2?2

di
kz

FOURIER déniigimiinii kullanmmiz. Burada dt, , k uzayindaki hacim elemanidir.

V.2. (V.4.19a) bagmtis1 ile verilen F,, veyd F|,» integralini hesaplaymiz.

Yol gosterme : % f L "l' (ry) oy (Tz) dv, dv, seklindeki bir integral, bir p, (r,)
r,—r,

yiik yogunluguna ait alanda bulunan p,(r,) yiik yoguniuguna séhip yiik dag-
limimmn elektrostatik enerjisi olarak yorumlanabilir. Bir dnceki problemde veri-
len FOURIER déniigiimiiniin aracihdi ile, bu integral daha basit bir integrale
donistiiriilebilir. Bu metodun uygulanmas: ile F,, integralinin

fw dic
(qz + k2)4
0

integrali ile orantilr oldugu gosterilebilir. Burada ¢ = 2Z/a, dir. Sonug, (VIL.5.35)
bagmtisi ile verilmigtir.

F

V.3. Bir onceki problemdeki metodu uygulayarak, F,, ., G ., Fisp

integrallerini hesaplaymiz. Sonuglar, problem VIL.9. da verilmistir.

ve

G

1s2P




VI. BOLUM

MATRIS
MEKENi6i

(VL.1) BIiR DALGA FONKSiYONUNUN BiR SUTUN MATRISi ILE TEM-
SiL EDILMESI

Bir v (r) dalga fonksiyonunun sonsuz boyutlu HILBERT uzayma ait y, ()
ortonormal taban vektorleri cinsinden

y(r) = Zc,, v, ® (VL1.1)

seklinde seriye acilabildigini paragraf (1IL1.21) de goérmiistiik. ¢, agilm katsayilan
¢, = (W, W) (V1.1.2)

bagmtist ile belirlidir. Siiphesiz biitiin ¢, katsayilart belirlenince v (r) fonksi-
yonu da belirlenmis olur. Bu anlamda w (r) fonksivonu HILBERT uzaymnin
bir vektéridiir. Béylece ¢, agilim katsayiari, w (r) vektoriiniin v, (r) taban vek-
torlerinin dogrultularindaki bilegenleridir. Bu bilesenler agagidaki gibi bir situn
matrisi veya bir siitun vektirii seklinde yazilabilir :
(o)

cZ
G

c=1" (V1.1.3)

° )
Bu gosterilim (notasyon), vektér kavramimin sonsuz boyutlu bir uzay igin genel-
lestirilmesine egdegerdir.
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Paragraf (II1.2) de A lineer operatérii, HILBERT uzaymda bir y vektSriinii
Ay =y

bagmtisinin aracilift ile y vektdriine doniistiiren bir nesne olarak tanmimlanmagti.
y,, taban vektorlerine gére y vektoriiniin bilegenleri 5, ise,

Ay=x= b, v, (VL.1.9)
m

bagmtist yazilabilir. Ote yandan, paragraf (IV.3) te gordiigiimiiz gibi 4 opera-
toriinii temsil eden matrisin y, taban vektdrlerine gére matris elemanlar:

Ay, =0, = a,,y, (VL1.5)

m

bagmtisimn aracilifl ile tanimlanir ve buradan

Wy = By = (W A W,) (VL.L6)

tanim bagintis1 elde edilir. Simdi (VI.1.1) bagntisimin her iki vaninr soldan A
operatdril ile garpalim. (VI.1.5) bagintisimt kuilanarak

Ay = ¢, 4V, = D @, = > ¢, > Ay, ¥, (VL.1.7a)

veyd

Ay = Z v, Z Ay Cp = Z b, W, (VI.1.7b)

bulunur. (VI.1.7b) bagmtisindan

b= A, (VLL8)

sonucuna varilir. (VI.1.8) bagintis1 & ve ¢ siitun vektorleri ve 4 matrisi cinsinden
b=Ac (V1.1.8a)

seklinde yazilir. Bu bafinti, 4 operatériiniin (V1.1.4) tamim bagmtisinin matris
temsilleri cinsinden ifadesidir.

¢ siitun vektoriiniin HERMITsel eslenigi (VI.1.3) bagintisina bakarak

ct = [c¥ctcy...ck.. ] (VI.1.9)

satir vektorit ile taumlanir. Simdi (VL.1.1) ve (VI.1.4) bagmmtilann (y, %) skaler
carpimunda yerlerine yazilirsa
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(v, %) (Zc ‘I’n’zb \Vm)‘“ZZ(C Yas mlv,,,)—zzc m(‘pu"pm
=ZZc*bm5m

veya

(q;,x)-—*Zc:‘ b =c*tb (VI.1.10)

sonucuna varilir. Bu bagmti, skaler ¢arpimin matris temsilleri cinsinden ifadesidir.
{V1.1.4) ve (VI.1.8a) bagmtilarina bakarak (VI.1.10) bagmtisinda

L = Ay, b= Ac
y zilirsa
4> =y, Ady) = ¢* Ac (VL.1.11)

sonucuna varilir. Bu baginti, 4 lincer operatériiniin beklenen degerinin matris
temsilleri cinsinden ifadesidir, Simdi de (VL.1.4) ve (V1.1.8) bagintilarina bakarak
{VI.1.10) bagintisinda

x = A, bm=ZAmcn

A = (¥, AY) = D chbp=D ch D Ay,

yazilirsa

veya

Ay = (y, dy) = ZZ mn €a (V1.1.12)

sonucuna varilir. Bu son baginti da A4 lineer operatériiniin beklenen degerinin
matris elemanlari cinsinden ifadesidir.

(VL2) BIR KEYFi TEMSILDE SCHRODINGER DENKLEMI

Zamana bagli SCHRODINGER denklemini yazalim :
59V _ by (VL.2.1)
af

Bu denklemdeki H HAMILTON operatdriiniin v, (r) ortonormal taban vektor-
leri cinsinden matris elemaniarn

H,,=,, Hy,) (VI.2.2)
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seklindedir. SCHRODINGER denkleminin ¢6ziimit olan w(r, #) dalga fonksi-
yonu (VI.1.1) bagmtisina benzer sekilde y,, (r) taban vektorleri cinsinden

y(, 1) = Z ¢, (), () (VL.2.3)

m

seklinde seriye agilabilir. Fakat bu kez ¢, (¢) agihm katsayilar1 zamanimn fonksi-
yonudur. (VI.2.3) bagintisinda her iki yanin zamana gére kismi tiirevini alarak

v dc
—_— = n vi.24
ar Z ny, (V1.2.4)

m

elde edilir. (V1.2.3) ve (V1.2.4) bagmtilan (VI.2.1) denkleminde yerlerine yazilirsa

de
ih = = c,, Hy,
Z df wm Z m w

m

elde edilir. Bu denklemin her iki yan: soldan y, taban vektérii ile skaler olarak

¢arpilirsa
. dcm
1 h % dt (‘Ifn A ‘[Jr”) = E c”; (‘l"n ¥ me)

m m

veyd (V1.2.2.) bagmntisini kullanarak ve
(‘If,, s ‘L‘m) = an

dc
ih T By = ¢, Hop
Z dr Z m

nt

oldugunu hatirlayarak

veya

15 _ z H e (V1.2.5)
dt

sonucunu varihr, Bu sibit katsayilh Adi diferansiyel denklem sistemi ¢é6ziilerek
¢, (t) katsayilari bulunursa SCHRODINGER denkleminin v (r, t) ¢6ziimii bu-
lunmus olur. Boylece (V1.2.5) diferansiyel denklem sistemi, (VI.2.1) SCHRO-
DINGER denkleminin matris mekanigindeki karsihgidir,

(VL3) HAMILTON TEMSILINDE SCHRODINGER DENKLEMI

Simdi bir Onceki paragraftaki problemin bir &zel halini inceleyecegiz. y, (r)
ortonormal taban vektorleri takimmin H BAMILTON operatoriiniin 6zfonksi-
yonlart oldugunu varsayryoruz. O halde,



HAMILTON TEMSILINDE SCHRODINGER DENKLEMI x 267

Hy,=E, vy, (V1.3.1)

dzdeger denkleminden v, (r) 6zfonksiyonlariin ve E| Ozdeferlerinin bulunabil-
digini kabul ediyoruz. (V1.3.1) bagintismin her iki yamim soldan y, ile skaler
olarak carparak ve (V1.2.2) bagmtistm1 kullanarak

Hy,=(y,, Hy,)=E, (¥,, ¥,) = E, 6o (V1.3.2)
bulunur. Ote vandan, (VI.2.5) bagintisini
d\
i L = ZHM ¢, (IV.3.3)
dt

seklinde yazalim ve (IV.3.2) bagintisin1 da bu bagmmtida yerine yazalim :

15 % zE,,SS,,cS::E,, c,
L4

dt
veya
de H
- E [ 1.3.4
dt " (VI3.4)
bulunur. Bu diferansiyel denklem sistemi hemen integre edilebilir :
e, - - E, dt
Cp h
Inc, = — -I-E,,t-{- Inec)
#
-_— -f-—E H
c,(t)=cle # (V1.3.5)

elde edilir. Buradaki ¢y integrasyon sibitleri ¢, (¢) fonksiyonlarmm ¢ = 0 zaman
baslangicinda aldiklan degerlerdir :

¢, (0) = cn (VI1.3.5a)

v, (r) taban vektorleri H HAMILTON operatdriiniin 8zfonksiyonlan oldugun-
dan, kullandigimiz matris temsiline HAMILTON temsili adi verilir, Eger

v D= ¢, (1) v, (VL3.6)

n

bagintismda (V1.3.5) bagintis: yerine yazilirsa

V0= Sy, @ (VL3.7)

"

sonucuna vartr,
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(VI4) SCHRODINGER TEMSILI VE HEISENBERG TEMSILi

HAMILTON temsilinde SCHRODINGER denkleminin ¢6ziimii (V1.3.6)
veyd (VL.3.7) bagntilar ile verilen sekillerdedir. (VI.3.6) bagintis1 ile verilen ve
y, (r) taban vektorleri cinsinden olan

Y0 =D (), (VL4.1)

n

seklindeki ¢6ziime SCHRODINGER temsilindeki ¢6ziim adi verilir. Eger yeni ta-
ban vektdrleri i¢in

i
- Fu t
@ @)=y, (e A (VI.4.2)
tanimm yapilacak olursa (VI.3.7) bagintist ile verilen Steki ¢6ziim
v, 1) = Z 2D, 0 (V1.4.3)

n

seklinde yazlabilir ve bu ¢dziime de HEISENBERG temsilindeki ¢6ziim adi ve-
rilir. @, (r,¢) taban vektdrlerinin ortonormal olduklan kolaylikla gosterilebilir.
Eger

i
—Fnt

f(H)=e A (VL4.4)

tanimi yapilacak olursa (V1.4.2) bagintis1

¢, =1 ,00y,® (V1.4.2a)

seklinde yazilabilir. O halde, (V1.4.22) bagmmtisina bakarak ve |f,|* =1 oldu-
funa dikkat ederek.

(@, D) = ([ ¥WmsJu V) =TS (W, V)
= fmSa Omn = |0 S = S (V1.4.5)
sonucuna varilir.
SCHRODINGER temsilinde bir 4 operatériine ait matris elemam
A = (¥, > A, (V1.4.6)

seklindedir. Ote yandan, HEISENBERG temsilinde bir 4 operatériine ait matris
elemam da

A4, 6H=@,,40) (VI.4.7)
seklindedir. Eger (V1.4.2a) bagintis1 (V1.4.7) bagintisinda yerine yazilacak olursa

Amn(t) = (fm ‘[Im b Afn w;;) =f:l.f;' (l]’m » A "l’n)
veyd (VI.4.4) ve (V1.4.6) bagintilarimin yardim ile
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i
—(Em—Ep)r

A, ()=ADe" (V1.4.8)
sonucuna varlir. Siiphesiz bu bagmnti £ = 0 zaman baglangici igin
A, 0)= A2 (V1.4.8a)
seklini alir.

Bu paragrafin basindan beri sdylediklerimizi ozetleyelim :

SCHRODINGER temsilinde :

Dalga fonksiyonunu temsil eden siitun vektérii zamana baghdir. Ornegin :
c, () seklindedir.

Bir operatdrii temsil eden matris eleman sabittir. Ornegin : A'% seklindedir.

HEISENBERG temsilinde :
Dalga fonksiyonunu temsil eden siitun vektdrii sabittir. Ornegin : ¢ sek-

lindedir.

Bir operatdrii temsil eden matris elemani zamana baghdir. Ornegin: 4,,, (¢)
seklindedir.

Simdi bir A operatdriiniin y dalga fonksiyonunun aracihg: ile beklenen de-
gerini SCHRODINGER temsilinde bulalim. (VI.1.12) bagintisina bakarak

Ay = > ek () e, () (VL4.9)
yazilabilir. Eger bu bagintida (V1.3.5) bagintisindan elde edilen
* ‘_i-Em - _l"' Efl
c,’:‘,(t)=cﬂ, ef r, cn(r)zcge R

bagintilar1 ve (VI.4.8) bagintisindan elde edilen

i
——(En—Em) ¢
[{+3]
Apr = A_ (1) et

bagintis1 yerlerine yazilirsa
- ——Emt '_f"(En—-En:)f —"';:"Enf
<A>=ch?,,eﬁ A ()eh Lo F

bagmtist veyd miimkiin sddelestirmeler yapilarak

A= > e Ay ) o (V1.4.10)
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sonucuna varilir. Bu sonu¢ 4 operatriinlin y dalga fonksiyonunun aracilifz ile
beklenen degerinin HEISENBERG temsilindeki ifadesidir. Béylece (4> bekle-
nen degeri her iki temsilde de biribirinin aymdir. Gergekten, beklenen deger genel
halde temsile bagh degildir.

(VL5) BiR UNITER DONUSUM ARACILIGI ILE SCHRODINGER TEMSI-
LiNIN HEISBENERG TEMSILINE DONUSTURULMESI

Paragraf (111.19) da dalga fonksiyonlarinin kendi aralarinda ve lineer ope-
ratdrlerin kendi aralarinda {initer déniisiim aracilift ile biribirlerine nasil ddniig-
tiriilebildiklerini gérmiistitk. Aym sey dalga fonksiyonlarmin siitun vektorleri
ile ve lineer operatdrlerin de kare matrisler ile temsil edilmeleri hilinde de yapi-
labilir. Yalmz bu takdirde, iiniter ddniisiim icin kullanilan iiniter operatérler ye-
rine bunlan temsil eden initer matrisler kullanilmalidir. O halde,

UtU=U0Ut =1

seklindeki iiniterlik sarti, matris temsilinde matris elemanlar1 cinsinden

ZU"U—EU Ut =5,

veya
Z Uy U= D Upo Uk = 3, (V1.5.1)
-4

bagintilan ile ifade edilir.

Simdi elemanlar:

— = Ent

U —¢ A (V1.5.2)

mn mn

bagmtisi ile tantmlanan bir déniisiim matrisi diigiinelim. Once bu matrisin tiniter
oldugunu ispatlayahm :

..._..E ) ———f—-Enf —i-'(Em—En)f
ZU _zeﬁ " asme h 65 =eﬁ 8’""?_—8

n

sonucuna gore (VI.5.1) uniterlik sarti saglanyr,
SCHRODINGER temsilindeki ¢, (¢) siitun vektérini HEISENBERG tem-
silindeki ¢ siitun vektSriine doniigtitren tniter doniisiimii yazalim :
A=U"¢ (V1.5.3)

veya (V1.5.2) bagntisi ile verilen iiniter matrisi kullanarak
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Cr —ZU’” ; ZUMC —Ze?EnISS,,CS

elde edilir. Buradan

veya

e, ()=cle % (VL.5.4)

sonucuna variir. Bu sonug (VI.3.5) bagmtisimn aymt oldugu igin dogrudur, O
halde, (VI.5.2) bagmtis: ile verilen iiniter matris, SCHRODINGER temsilini
HEISENBERG temsiline déniistiiren matristir.

Benzer sekilde, SCHRODINGER temsilindeki AT} matrisini HEISENBERG
temsilindeki A4, (¢) matrisine doniistiiren Uniter ddniigiimii yazalun :

A=Ut AU (VL5.5)

veya (V1.5.2) bagmtis1 ile verilen iiniter matrisi kullanarak

Amn(’)_zz U"' A‘O’ o ZZ UpmA(O) n
—ZZ -—Em Ag}e %Enesqn

elde edilir., Buradan

—— (Em—En)t

A, ()= Ae ﬁ (VL5.6)

sonucuna varilir. Bu sonu¢ (VL.4.8) bagmtisinin aynt oldugu igin, (VL.5.2) ba-
gintist ile verilen initer matrisin SCHRODINGER temsilini HEISENBERG
temsiline doniistiren matris oldugu bir kez daha kanitlandi

(VL6) HEISENBERG TEMSILINDE OPERATORLERIN ZAMANA GORE
DEGisiMi VE HEISENBERG HAREKET DENKLEMI

Paragraf (VI.4) ve paragraf (VL.5) te 4 operatériinin SCHRODINGER
ve HEISENBERG temsillerindeki matris elemanlar1 arasindaki bagmtinin

(Em—En) ¢

Ay (1) = AE,?}, # (V1.6.1)
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seklinde oldugu gérmugstitk. Burada 4 operatdrii, genel hilde dinamik degisken
lerin bir fonksiyonudur. (VI.6.1) bagintisinin her iki yaninin zamana gore tiire
vini alalim :

e (Em—En) ¢ d AS,?}, —— (Em—Em 1

dAmu — i _ () A P
- 'E' (Em En) Amn € ar €

dt

veyd (V1.6.1) bagintisim kullanarak

d A i dA® - (Em—En:
mn o — min ﬁ
p7 5 (Em = Ep) Ay, () + — ¢ (V1.6.2)
elde edilir. (VI.4.6) bagmintisina bakarak
A = (Y, AY,) = f Yy Ay, () dx (V1.6.3)

yazilabilir. Efer 4 operatorii veyd dinamik defiskeni agik olarak ¢ degiskenine
bagh ise, (VL6.3) bagmtisinin zamana gore tiirevini alarak

d A, a4 f o 04
F7e (lvmah——at Yol = J wm () 2y, () dv (VL6.4)
bulunur. (VI1.4.2) bagintis;ma gore
i
— Ent

0,0 =y,0e #
oldugundan, (V1.6.4) baZintisinin her iki yanni

i
=~ (Em—Ep) ¢t
eh

ile garparak

d A 5 Em—Ew:
—F ¢

oA
= — , 0 d
- [ @16,0% @60 de

veya (V1.4.7) bagimtisina bakarak

dA(O) —f—(Em—E,)r 3/1 8:4
Lo o f — - = .=
T ((Dm, Y ®, 5 ) (V1.6.5)
elde edilir. Eger (V1.6.5) bagintist (V1.6.2) bagmtisinda yerine yazilirsa
dA i oA
22 = — (B, —E)A, .+ | — 1.6.6
ton — . (E,~E) ( 3 )m (VL6.6)

sonucuna variir.
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(V1.6.1) bagimtisi 4 = H icin

L (Em—En)t
H (t)=HJeh (V1.6.7a)

seklini alir. Gte yandan, (V1.4.6) ve (V1.3.2) bagmmtilarma gére
HY = (y, , Hy) = E,(y,,v,) = E, 5, (V1.6.7b)
oldugundan, (V1.6.7a) bagintisinda yerine yazarak

S Em—Em ¢

H, ()=E,ef 5,,=E,S,, (VL6.7¢)

sonucuna varihr, Yéni, HAMILTON operatériiniin her iki temsildeki matris
elemanlar1 biribirinin aymdir. (V1.6.7c) bagintistn kullanarak [H, 4] komiita-
toriiniin matris clemanm asagidaki sekilde hesaplayabiliriz :

(HA)mn = Z HmS ASn = Z Em Bms A.!;n = Em Amn (VI.6.83)
(AH),, = Z A s Hepy = Z A E, 8, = E, 4, (V1.6.8b)

bagmtilan taraf tarafa ¢ikartlirsa

(HA — AH),, =(E,—E)A,, (VL6.8¢)

Ligti

elde edilir. (V1.6.8¢) bagmtisn (VI.6.6) bagmtisinda yerine yazilirsa

dA i aA)
=" = (HA — AH),,, + |— 1.6.9
a5 e ¥ ( - (V1.62)

veyid

aAd i
—_ = _a._A; _{— :
dt of If

[A, H] (V1.6.10)

sonucuna varihr. (V1.6.10) bagmtisina HEISENBERG hareket denklemi veyi
matris mekaniginin temel bagmtis; adi verilir. Bir parcacigmm veyd bir sistemin
hareketi esnasinda dinamik degiskenlerin degeri degigmeyen fonksiyonuna Fare-
ket sdbiti ad1 verilir. A operatdriiniin veyd matrisinin temsil ettigi, dinamik de-
Siskenlerin bir fonksiyonu bir hareket sidbiti ise, bu o6zellik

—— =0 (VI.6.11)

veyd (V1.6.10) bagmtism kullanarak
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A
4 1 H=0 (VL6.11a)
at i
bagmtis1 ile ifade edilir. Eger 4 fonksiyon operatérii zamana agik olarak bagh
degilse
[4, H1=0 (V1.6.11b)

bagintist bu fonksiyon operatdriiniin bir hareket sdbiti olma sartidir. Paragraf
(I11.18) de gordiigiimiiz teoreme gore, (VI.6.11b) bagintisi 4 ve H operaidrieri-
nin ortak y, Szfonksiyonlarina sdhip olma sartidir ve bdylece

Hy,=E, vy, (V1.6.12a)
Ay, =i, v, (V1.6.12b)

Ozdeger denklemleri yazlabilir. (V1.6.12b) bagmusindaki A, 6zdegerleri, 4 fonk-
siyon operatSriiniin temsil ettigi hareket sdbitinin hareket esnisindaki degismeyen
degerini verir.

(VL1.7) KLASIK MEKANIKTE POISSON BRAKETLERI VE DINAMIK
DEGISKENLERIN KEYFI BiR FONKSIYONUNA AIT HAREKET
DENKLEMI

Klasik mekanikte, drnegin, bir pargaciga ait koordinatlarin, momentumun
ve zamanin

A= 4 (l', B, I) =4 (Qf’pis I) (VI?I)

seklindeki bir fonksiyonunu diisiinelim. Siiphesiz 4 nmin kendisi de bir dinamik
degisken olabilir. Bu 4 fonksiyonunun zamanla degisimi, yani zamana gére tam

tiirevi
dA A . A . A
—_— = Z (ﬂ__ q; + o4 P,-) + 24 (V1.7.2)
dt : 09; ap; at
bagintist ile belirlidir. Paragraf (I1.1) de HAMILTON hareket denklemlerinin
. H . H .
At X (VL1.3)
api aq;

seklinde oldugunu gormiistik. Eger (VI.7.3) bagmtilart (VI.7.2) bagmntisinda
yerlerine yazilirsa

dd _ 84 Z (3‘4 9H _ oH 3‘4) (V1.7.4)
dt at a9: op: 9% o

sonucuna varilir. 4 (q;, pi, t) ve B(q;, p;, t) gibi iki fonksiyon i¢in
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(4, B) Ez (aA 9B _ 35 8’4) (V1.7.5)
99 9pr: dq: Ip:

H

bagintisi ile POISSON braketi tamimianir. Eger (V1.7.5) bagintisinda B = H al-
narak (VI.7.4) bagintisinda yerine yazilirsa

dA aAd

— =—+ {4, H VI.7.6

el (V176
sonucuna variir. (VI.7.6) bagintisina dinamik degiskenlerin bir 4 fonksiyonuna

ait hareket denklemi adi verilir.

(V1.6.10) bagintis1 ile (V1.7.6) bagintis1 arasinda kuvvetli bir benzerlik var-
dir. Bu benzerlige dayanarak, kuvantum mekaniginden klisik mekanige gegis,
genel halde

. 1 1
#— 0 icin: m (AB — BA) = m [4, B] > {4, B} V1.7.7)
i i
tekabiil bagmtis1 ile, yani, # ile boliinmils komiitatdr braketi yerine POISSON
braketi konularak elde edilir. Gergekten, 6nemli bir 6zel hal igin (V1.7.7) bagintis
gergeklenir, Bu 6zel hil, 4 = ¢q,, B = p, 6zel halidir. (VL.7.5) bagintisinda yeri-
ne yazarak

Z , aq, dp, apr, 3%) z
Qs Py = - = d,; 6,; =8, (VL7.8)
Wi» P} ( 041 ap; aq; dpi . ki Tt s

f I

elde edilir. Ote yandan, paragraf (1.8) den

G Py — Pn9x = lq. Pl = 8 5, 1 (V1.7.9)
olduguna biliyoruz. O hilde,

}
W Pl = {0 P} = 84 (VL.7.10)
sonucuna vartlir. Ayrica, paragraf (1.8) de gérdiigiimiiz
9-2,0=0,  Ipp,pP]=0 (V1.7.11a)
bagintilarina tekabiil eden
94} =0, {Pe>pa} =0 (V1.7.11b)

bagintilari hemen elde edilebilir.

(VL.7.7) bagmtismin dogrulugunu pekistiren 6teki kanit, komiitatérier ta-
rafindan gerceklenen (111.3.32-36) bagintilarinin POISSON braketleri tarafin-
dan da aynen gerceklenmesidir. Yéni, komiitatorlerin cebirsel Szellikleri POIS-
SON braketlerinin cebirsel &zellikleri ile 6zdestir.
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(VL8) LINEER HARMONIK OSILATOR (SCHRODINGER TEMSILINDE)

Lineer harmonik osilatsre ait HAMILTON operatorii
o1,
H=——+—2—mw x? (V1.8.1)

seklindedir. Zamana bagli olmayan SCHRODINGER denklemi, bu operatdre ait
Hy,=E,y, (V1.8.2)

seklindeki bir 6zdeger denklemidir. Bu 6zdeger denklemi

(—i-ﬁ-}-—l—mwzxz)w =FE vy (V1.8.23)
2m dx* 2 nooon

diferansiyel denklemi seklinde de yazilabilir. Bu diferansiyel denklemi paragraf
(I.LEK.1) de ¢ozmiistiik. Boylece hem E, enerji Szdegerlerini, hem de v, or-
tonormal Ozfonksiyonlarmnl veyd &zvektSrlerini bulmustuk. Bu paragrafia v,
Ozvektorilerini bulmadan, bu Gzvektdrlerin taban vektdrleri oldugu bir matris
temsilini kullanarak enerji 6zdegerlerini ve p ve x operatorlerinin matris temsil-
lerini bulacagiz.

Eger

pt+imwx
n= Vomin (V1.8.3a)

bagintis1 ile 1 operatdrii tanimlanirsa
pt =p, xt=x
oldugu igin

p—imuwx

nt = W (V1.8.3b)
elde edilir. Ote y ndan,
pF = —p, X* =x
oldugu icin
W= —1 (V1.8.3¢c)

bulunur. Yani, i operatdril saf imajinerdir. (V1.8.3a,b) bafintilart taraf tarafa
sagdan ve soldan carpilirlarsa ve ayrica

xXp — px = ifi (V1.8.9)
bagmnuist kullanihirsa
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2mliiwnnt = p* + mtw?x? + imw (xp — px)
2mhwntn =p* + mPw?x* — imw (xp — px)

veya
2mbmnnT =p* + mwix? — mhiw
2mbiiwntn=p*+ mwrx* + mhw
veya
p? 1 1
oMt =-"— 4+ — mw*xt* —— fw (V1.8.5a)
2m 2 2
+ p* 1 1
o n="—+4 — mw?x*+ —fiw (VL.8.5b)
2m 2 2

bagmtilar1 bulunur. (V1.8.1) bagintis1 (VL.8.5a,b) bagintilarinda yerine yazihirsa

ﬁwnnJ“——-H—-é—ﬁw (V1.8.6a)
fwntn ———H—I—%ﬁm (V1.8.6b)
veya
H 1
= — (V1.8.7a)
n fin 2
. H 1
nmn=-—+— (V1.8.7b)
fitd 2

bagmtilan bulunur. (VI1.8.7a,b) bagmtilarim bir kez taraf tarafa ¢ikararak ve bir
kez de taraf tarafa toplayarak

ntn —ant=1 (VL.8.82)
ve
H=— fiwmn+nn?) (VL8.8b)
bagintilart elde edilir. Ayrica, (VI1.8.6a,b) bagintilarinin ikisi bir arada
H=ﬁw(nn++-—;~)=ﬁw(ﬂ+n——%—) (V1.8.9)

seklinde yazlabilir.

Simdi (V1.8.7a,b) bagintlarimin yardimi ile nn* ve n*n operatérlerini,
H operatoriiniin (VL.8.2) bagntis1 ile tammlanan vy, Szvektériine uygulayalim:
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H 1 E 1
v, =y, Ly, - (__ _ 7) v,  (V18.10a)

o 1 E 1
NN, =~ Y, w,,=( " +—)w,. (VI3.10b)

bagintilar: elde edilir. Bu bagmntilar, harmonik osilatériin y, Szvektdrierinin
n+n ve nnt HERMITsel operatdrlerinin de ortak Szvektorleri oldugunu gos-
termektedir. (VI.8.10a) bagmmtisinin her iki yam soldan vy, 6zvektorii ile skaler
olarak carpiitrsa, (w,, ¥,) = 1 olduguna dikkat ederek
E 1

- — (VL8.11)

A w 2

bulunur. Ote yandan, bir 4 lineer operatdriiniin A+ ile gdsterilen HERMiTsel
eslenigi, (II1.6.1) tamm bagintisinda ,, ve y, keyfl vektSrlerinin aracihig ile
ve asagidaki bagint ile tanimlanmust:

W, AT VW,) =4y, y,) = (¥, 4y)*
Bu tamim bagintisinda

(y,,mntwy,) =

A=T|+, A+—_~'l], szn—l_""’n
yazlirsa
(y,.nry)) =Mty ., nty) = M+y,, nty)* (V1.8.12)

bagintisi bulunur, Bu bagintilardan, (I11.1.4), (HI.1.5) ve (Il1.1.8) bagintilarina
bakarak

(y,,muty,)=Mty,,nty)=|n+y,| =0 (V1.8.13)
elde edilir. Bu bagintidaki esithik isareti
nt+y,=0 (V1.8.13a)

ozel bali icin gegerlidir. EZer (VI.8.11) bagintisi (V1.8.13) bagintisindan yerine
yazilirsa

E,_ 1.,
hw 2
veya
1
E = - Ao (V1.8.14)

sonucuna varilir. O hélde, harmonik osilatériin enerji ézdegerleri asagidan sinur-
hdir.

(V1.8.9) bagmtilarindan birincisini sagdan ve ikincisini de soldan n ile ¢ar-
parak
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Hn =fico(n'q+n —I——;-n) (V1.8.15a)
nH=fzco(nn+n —%n) (VI.8.15b)

bulunur. Bu bagmtilar taraf tarafa ¢ikararak
Hn—nH=%#aoan (VI.8.16a)

elde edilir. Bu bagmtinm her iki yammmin HERMITsel eslenigi alimirsa ve sonra
da —1 ile garpilirsa, H+ = H olduguna dikkat ederek

Hnt —n+tH= —fiont (V1.816b)

bulunur. Son iki bagint
Hn=nwH+ #hon (V1.8.16a)
Hnt=n"H—fon* (V1.8.16b)

sekillerinde de yazlabilir. Bu bagintilarin yardumu ile Hn ve Hn* operatdrleri
y, Ozvektorlerine nygulamirsa, (V1.8.2) bagmirstm kullanarak

Hny,=nHy, +hAony,= Eny, +hony,
Hn*y,=n*Hy, —fonty,=En" vy, — fion™y,
veya
Hny, = (E, +Ao)ny, (VI1.8.17a)
Hnty, = (E, —ha)nty, (V1.8.17b)

sonuglarina varithir. Bu baginulara gore, eger vy, , H operatdriiniin bir 6zvekts-
rii ise, nv, ve Nt y, de H operatdriiniin birer ézvektSridir. Oyle ki, H nin vy,
ye ait dzdegeri E, ise, ny, ye ait 6zdegeri E, + fio ve n*y, ve ait 6zdegeri
de E, — #io olur. Ote yandan, E, dzdegetler dizisi, (VI.8.14) bagntisina gore
asagidan simrhidir. Béylece, H operatériiniin

Voo MV, MV, N0V,

seklindeki 6zvektorieri dizisine ait 6zdegerler dizisi,
E,, E +ho, E +2he, E, + 3fo,..
seklindedir ve yukaridan sinirsizdir. Ote yandan, H operatériiniin
Voo MW, 29, 17 Ty, =y,

seklindeki 6zvektérleri dizisine ait Szdegerler dizisi de, (VI.8.14) bagintisim kul-
lanarak,
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E, E —~#to, E — 2o, E, — 3ﬁa),...,En—nﬁm=% A®
seklindedir ve asagidan simrhdir. Bu dizinin
E, —nho= i Ao
2
seklindeki en kiigiik elemamndan
E = (rz—l—%)hw, (n=0,1,2,3,.) (V1.8.18)

sonucuna varibr. Bu sonug, harmonik osilatériin enerji Ozdegerlerinin /o ku-
vantumu cinsinden genel ifadesidir. (V1.8.18) bagintisindaki » sayist (VI.8.14)
bagintisindan 6Stiirii negatif olamaz. Siiphesiz

My =0, 1"y, =y,
oldugundan

L1

n 'Vu="l+‘1’o=0

eide edilir,

(V1.8.18) bagmtisi, (VI.8.2) ve (VI.8.17a,b) bagintilarinda yerine yazilirsa

Hy, = (n + —;—*) howy, (VI.8.19)
Hny, = (n +1 -l——;) heny, (V1.8.20a)
Hnty, = (n — 1 -;—) honty, (V1.8.20b)

bagmtilar: bulunur. Ote yandan, (V1.8.19) bagmtis.m » yerine bir kez n + 1 ve
bir kez de n — 1 koy.rak yazalim:

Hy,. = (n L4 -;_) hoy, ., (V1.8.212)

Hy, , = (n — 1+ é-) hovy,_, (VL8.21b)

elde edilir. (V1.8.20a) bagmntist (V1.8.21a) bagintisi ile karsilastirilicsa H opera-
triintin n + 1 + % dzdegerine ait dzvektoriin n vy, veyd y,_ ., oldugu gorilir.

O halde ny, 6zvektorii, y,., Ozvektdrii ile orantili olmalidir ve B, yalniz n ye
bagli bir orant1 katsayist olmak {izere
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ny, = 6n Yot (VISZZ&)
bagmtis: yazilabilir. Benzer sekilde, (VI.8.20b) bagintisi (VI.8.21b) bagmtist ile

e s | S . .
karsilagtinlirsa H operatériintin » — 1 4 > Ozdegerine ait dzvektlriin n* y,

veyd vy, , oldugu goriiliir. O halde n* vy, o6zvektori, v, _, 6zvektorit ile orantih
olmahdir ve o, yalmz n ye bagh bir oranti katsayis1 olmak iizere

n+ Y, = &, ¥, (VI822b)

bafintist yazilabilir. Ote yandan, (VL.8.18) bagmtist (V1.8.10a,b) bagntilarinda
yerine yazilirsa

nnty,=ny, (V1.8.23a)
Ty, =@+ Dy, (V1.8.23b)

Ozdeger denklemleri elde edilir. Eger (VI1.8.22a,b) bagwntilarindan (V1.8.23a,b)
bagintilar: elde edilebilirse, B, ve o, katsayilar1 » nin fonksiyonlar1 olarak bulu-
nabilir. Bu maksatla 6nce (VI.8.22a) bagintisinda » yerine » — 1 ve sonra
{V1.8.22b) bagintisinda da » yerine n + 1 yazalim :

MYy = By Vs, (V1.8.24a)
MW, = GV, (V1.8.24b)

bulunur. Simdi de (VI.8.22b) bagintisint soldan n ile ve (VI.8.22a) bagmtisim1 da
soldan n™* ile garpalim ve elde edilen sonuglarda (VI.8.24a,b) bagmtilarim yer-
lerine yazahm :

Ui T]+ Yy = a’nn q’n—l - aﬂ Bn—l W,, (VIS2Sa)

NNy, = BN Wy = B s (V1.8.250)
bulunur. (VI.8.25a,b) bagmtilari (VI.8.23a,b) bagmtilarmin aymdir. O hilde,
kargilastirma yolu ile ¢ ve §, katsayilarinin arasinda

a,B,, =n (V1.8.26a)
Bot,., =n+1 (V1.8.26b)

tagintilar: bulunur. (VI.8.26a) bagintisinda #» yerine n 4 | yazilhirsa (VI.8.26b)
bagmtist elde edilir. Yani, bu iki baginti biribirlerinden bagimsiz degildir. Bu
sebepten &tiiril, o, ve B, katsayilarinm belirlenebilmesi icin bunlar arasinda ikinci
bir bagntiya ihtiyag (gereksinim) vardir.

Sz konusu olan ikinci bagintiyr bulabilmek amac: ile (V1.8.222,b) baginti-
larim soldan skaler olarak vy, Ozvektdrii ile garparsak
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(Wm » M lll'n) = ﬁﬂ (wm 4 ‘I’n-i-l)
W T ) =, (v, 5 W,y)

bulunur. Bu bagintilarin sol yanlan y, taban vektérlerine gére n ve n* ope-
ratorlerinin matris temsilleridir. Bagmntilarin sag yanlan ise, vy, taban vektor-
ferinin

Wps W,) = 8, (VI.8.27a)

seklindeki ortonormallik bagintilarinda » yerine bir kez n + 1 ve bir kez de
n — 1 yazarak belirlenebilir :

Wos Vait) = By mia (V1.8.27b)
(Wos Worr) = Opp s (V1.8.27¢c)
O hilde, (VI.8.27b,c) bagmntilarim yukarda yerlerine yazarak
Nown = B O, nts (V1.8.28a)
Nobw = 0,8, _y (V1.2.28b)

sonuglarina varilir, Bir matrisin HERMITsel esleniginin tanimma gore n,, ile
Ny, arasinda

Non = T (VL.8.29)

bagintis1 vardir. Iste bu bagmti, o, ve B, katsayilarinm arasindaki ikinci bagmn-
tiyr verir. Paragraf (II1.23) te verilen ve paragraf (IV.4) te kullamlan KRONEC-
KER deltasmna ait

By = 0,1 (VI.8.302)
Omtk, ntk = Opy (V1.8.30b)
S Opn == 8 (V1.8.30c)

bagintilar s6z konusu bagintimin elde edilmesini saglar. (V1.8.28a,b) bagintilars
(V1.8.29) bagintisinda yerlerine yazilirsa

@B, ey = B B, ity (V1.8.292)
bulunur. (VI.8.30a,b) bagintilanna gore
8::. mb1 Sn—l,m = Sm. n—-1
yazilabilir. O hilde (V1.8.29a) bagintisi, (VI.8.30c) bagintisini kullanarak
a, Sm, =1 B:: Bm. - = B:—l 8m. n=1 (VI'Sng)

seklini alir. Bu son bagmtidan
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o, = Br-i (VL.8.31)

sonucuna varilir. (VI.8.31) bagintisinda bir kez kompleks eslenik alarak, bir
kez de n yerine n + 1 yazarak

Bn—-i = (I:, an+l = ﬁ:‘

bagintilan: elde edilir. Bu bagmtilardan birincisi a, ile ve ikincisi de B, ile
carpilirsa

0';: Bu—l = lan ]2’ Bn a’h"f'l = I Bn ]2

bagintilart bulunur. Bu bagmtilar (VI.8.26a,b) bagmtilarinda yerlerine yazilirsa

IauF:n’ ‘Bn‘iz:n-i_l
veya
ta,| =7 (V1.8.32a)
1B, | =Vr+1 (V1.8.32b)

sonuglarnina vanlir. Boylece, o, ve B, kompleks katsayiarinin modilleri hesap-
landi. Bu kompleks katsayilarin argiimanlar1 8” ve 0 ise

o, ={a, [, B, ={B,|e"
| = |, | oldugu igin

Bra = Bpi |67 =a,|e”

yazilabilir. |B,__,
ve buradan da
|3:—-1 = I un l e’

bulunur. (VI.8.31) bagintisinda yerlerine yazarak

la,|e* =|a,|e®
veya
6= —6 (V1.8.33)
sonucuna varihir. QO halde, (VI.8.32a,b) ve (VI.8.33) bagintilarina bakarak
a, =y ne® = /n(cosd — i sind) (V1.8.34a)
B,=yn+1e® =/n+ 1(cosd + i sind) (V1.8.34b)

bagntidart bulunur. Burada e, paragraf (IV.4) te z¢iklandift gibi, bir keyfi
faz ¢arpamidir. (V1.8.3c) bagintisina gdre, n operatdrii veyd matrisi saf imajiner
oldugu igin, (V1.8.28a,b) bagmtilarin gére a, ve P, kompleks sayilar: da saf
imajiner olmaldir. (V1.8.24a,b) bagintlarinda keyfi faz agis1 0 = /2 segilerek
bu sart gergeklestirilebilir. Boylece,
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a,=—in, B, =iyn+1 (V1.8.352)
veya
ia,=\n, —ip,=yVn+1 (V1.8.35b)

sonuglarma varithr. (V1.8.35a) bagmtilari, (V1.8.22a,b) bagintilarinda yerlerine
yazilirsa

ny,=iVn+1vy,, (V1.8.36a)
nty,=—iyny,, (V1.8.36b)
sonuglarina, ve (VI.8.28a,b) bagintilarinda yerlerine vazilirsa
My = i 7+ 18, 04 (V1.8.37a)
N =—ins, . (V1.8.37b)
veya
— My w = VI T 1 8y, sy (V1.8.382)
i = V7 8, nt (VL.8.38b)
sonuglarina varilir.
(V1.8.36a,b) bagintilari,
a=int, a*=—in

bagintilar1 ile tanimlanan g ve g operatdrleri cinsinden

aLWu‘:'Vn_{-l\l’n-H’ awn*_ﬂ\/;wn—l

sekillerinde yazilabilir. Alanlarin kuvantum teorisinden », belirli bir kuvantum
hilindeki pargaciklarin sayisini gosterir. Boylece, @t operatdrii parcaciklarin sa-
yisin bir adet artirdifi i¢in yaratma operatdrii admi alir. Benzer gekilde, g opera-
torii pargaciklarin sayisint bir adet eksilttigi icin yok etme operatérii adim alir.

(V1.8.3a,b) bagintilarim

—\V2mhoin=mox —ip (V1.8.39a)
V2mhoint =mox + ip (V1.8.39b)

sekillerinde yazarak x ve ip yi ¢ézelim :

5 \2 .
X=f f — VI1.8.40a
( me) @t — i) ( )

172
ip = (% mﬁco) Gnt4+in) (V1.8.40b)
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bulunur, (V1.8.38a,b) bagintilar1 (V1.8.40a,b) bagntilarinda yerlerine yazilirsa x
ve ip operatdrierinin matris elemanlar1 olarak

Xn?tn == (Zmu)) (\/-—8'13—1 +Vn+ Br: rz+1)
1 172 o
IPpra= ("'2_ mh(’)) (\/;5.&', n—1 \/?1 + 1 6n’,n+l)

elde edilir. Eger paragraf (I1.LEK.1) de oldugu gibi

172
« = (ﬁﬁ‘i) (V1.8.41)

sabitini tamimlarsak, Ao = (m#A w)'/2 olur ve

(\/‘ n+1 Bn' nt+1 + \/_—85 n—-l) (VI.8418.)

X,,r

' n \/——
ﬁ T
Pnn = tha ( Bn’ n+1 _\/-8 n—l) (V1841b)

sonuglarina varilir,

(VL9) HEISENBERG TEMSILINDE LINEER HARMONIK OSILATORE
AIT MATRIS ELEMANLARI

Lineer harmonik osilitére ait n matrisinin SCHRODINGER ve HEISEN-
BERG temsillerinin arasindaki bagmt: (VI.4.8) bagmtisina bakarak

{
- {Em—'En) [ 4

N ) = N e (VL9.1)

seklinde yazilabilir. Ote yandan, (VI.8.37a) bagintisina bakarak 1 matrisinin
SCHRODINGER temsili

0 =iyn 15, ., (VL9.2)
seklinde yazilabilir, (V1.9.2) bagintisim (V1.9.1) bagmtisinda yerine yazarak

—— (Em—En) t

Tlmn(t) = l\/; + 1 8m.l't-}—l eﬁ
veyd KRONECKER deltasinin (VI.8.30c) ile verilen 6zelligini kullanarak

- (En-l- 1—Ep} ¢

nmn(t) =1 y 7 + 1 8m ni-1 6 (VI93)
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elde edilir. Lineer harmonik osilétdriin enerji seviyelerini veren bagmti, (VI.8.18)
bagintisina bakarak

E,=nfio 4 %ha) (V1.9.4a)
veyd n yerine n + 1 yazarak
E,.,=@w+1Dlio+ _15 h (VI1.9.4b)

seklindedir. Bu bagintilan taraf tarafa ¢ikararak
En+l _ En = ﬁ o
veyad
“é_ (E,.,— E)=io (V1.9.4¢)

n

bulunur. (V1.9.4¢) bagintis1 (VI.9.3) bagintisinda yerine yazilirsa, (VI.9.2) bagint:-
st yardimu ile

M (1) = 1, &5 (V1.9.5)

sonucuna varilmr.

n matrisi igin (V1.6.10) bagmntisi ile verilen HEISENBERG hareket denklemi

dn an 1
— =+ = H
dt ot it [, #]

seklinde yazilabilir, n operatdriiniin veyd matrisinin (V1.8.3a) ile verilen tanim
bagintisina goére
Cmho)?n=p+ imox

oldugundan ve ayrica

ar _ 0, 9% _ o
t gt
oldugu bilndiginden
am _
dt
elde edilir ve béylece HEISENBERG hareket denklemi
dq 1 i
— =——MH — [H, V1.9.6
it [n, H] = p [H, 1] ( )

seklini -alir. Ote yandan, (V1.8.16a) bagintisina gore
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[H,n] =#fon (VLS. D)
oldugundan, (VI.9.6) bagmtist
N _ion (VL9.8)
dt
seklini alir. Bu matris diferansiyel denklemi kolaylikla ¢dziilebilir ve
n () =n©® & (V1.9.9)
sonucuna varilir. Buradan n®
n(0) =n®

sartint saglayan bir integrasyon sabitidir. Siiphesiz (V1.9.9) bagintisinin matris
temsili

N (1) = 15 &% (V1.9.92)
seklindedir ve bu da (VI.9.5) sonucunun aynidir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VI.1. Spine bagh olan

P’ L2
H=2 o L v rrms

HAMILTON operatérii veriliyor. J = L 4+ S olmak iizere :

ay [H,J]=f(@I[S8.L,J,] oldugunu gosteriniz.
b) [S.L,S,]=—[S.L L] =i%(S, L, — S, L,) oldugunu gosteriniz.

¢) J,nin bir hareket sabiti oldugunu gosteriniz.

VI.2. Kiitlesesi m ve potansiyel enerjisi V(r) olan bir par¢aciga ait HAMILTON
operatorii. H = p?{2m -+ V(r) seklindedir. Zamana bagl olmayan SCHRODIN-
GER denklemi Hy, = E, ¥, olduguna ve parcacifin kartezyen koordinatlan

x, y, z olduguna gore
ﬁz
D B E)ng P =7
2m
k

bagmtisini ispat ediniz. Bu bagmtrya THOMAS-REICHE-KUHN toplama ku-
rah adi verilir.

Yol gisterme : Problem II.2. deki bagmtiyy: kullanmiz.
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VI.3. H = p?/2m + V(r) olmak iizere kiitlesi m ve yer vektdril r olan bir parga-
ciga ait zamana bagh olmayan SCHRODINGER denklemi Hy = E,w, dir.
Buna gore

ﬁz k2

2m

a)y [[H, ek} e—ikr] = — bagmntisini ispat ediniz.

b) Yukardaki bagintiyt kullanarak ve

= (wq ’ el k. \pn)
bagintis1 ile A, matris elemani tanimlandifina gore

Z(E E)|A,, [ = ﬁzkz

bagintisi ispat ediniz. Coziim ig¢in Emine Rizaoglu'nun “Kuvantum Mekanigi
Coziimli Problem Kitabina bakimiz. Problem: VIi.20.

VI4. Lineer harmonik osilitére ait HAMILTON operatériinii bir kosegen
matris seklinde veren temsilde, p ve x operatdrilerinin (V1.8.41a,b) bagintilan ile
verilen matris elemanlarint kullanarak :

a) p ve x operatSrlerinin sifirdan farkh olan matris elemanlarim ve {p),
{x)> beklenen degerlerini bulunuz.

b) (xp). »matris elemanlarim ve béylece [x, p] komiitatériinii bulunuz.

c) p? ve x* operatSrierinin matris elemanlarim ve béylece lineer harmonik
osilatore ait HAMILTON operatériiniin matris elemanlarimi bulunuz.

d) p? ve x* operatorlerinin sifirdan farkli olan matris elemanlarimi ve {(p?),
{x¥> beklenen degerlerini bulunuz.

¢) Lineer harmonik osilator icin Ap ve A x belirsizliklerini ve A p A x belir-
sizlik garpimuni hesaplayimz. Elde ettiginiz sonucu, HEISENBERG belirsizlik
bagintis: ile karsilagtiriniz.

f) x3 ve x* operatdrlerinin sifirdan farkh olan matris elemanlarimi bulunuz.

VLS. A(x,p) ve B(x,p) fonksiyon operatdrleri, x ve p operatdrleri cinsinden
kuvvet serilerine agilabildigine gbre ve [x, pl = i% olduguna gore

lim - [4, B] = {4, B}
-0 LA

bagintisint ispat ediniz.




VII. BOLUM

PERTURBASYON
TEORISI

(VILY) SOYSUZLASMAMIS HAMILTON OPERATORLERINE AIT DU-
RAKLI HALLER ICIN PERTURBASYON TEORISI

Kuvantum mekaniginde, klasik mekanikte oldugu gibi, fiziksel 6nemi haiz
pek az hil icin hareket denkiemleri tam olarak ¢éziilebilir. Bu sebepten 6tiirii, ¢ok
kez yaklagikhk metotlarimin uygulanmasi gerekir. S6z konusu olan bir problem,
tam olarak ¢Oziilebilen bir probleme yeteri kadar benzedifi zaman yaklasikhik
metotlar1 uygulanabilir.

Durakl hallere ait SCHRODINGER denklemi
HO y© = EO y© (VILL.1)

seklinde H©® HAMILTON operatériine ait bir 6zdeger denklemidir ve zamana
bagh degildir. (VII.1.1) denkleminin tam olarak ¢ozillebildigini varsayiyoruz.
H©® HAMILTON operatoriine bir ¢ H' operatoriiniin eklenmesiyle elde edilen

H=H® +e¢H (VIL1.2)

seklindeki H HAMILTON operatériine pertiirbe olmus HAMILTON operatorii
adi verilir. Boylece, pertiirbe olmamigs H® operatriiniin ¢ H' pertiirbasyonuna
méruz kalarak H operatériine doniistiigii soylenir. Boyutsuz g parametresi

0<exl (VIL1.3)

sartin1 gergekler ve & H’ teriminin kiigiikliik mertebesini belirler. # HAMILTON
operatdriine ait Szdeger denklemi de

Hy, = E, vy, (VIL.1.9)
seklindedir ve (VII.1.1) denklemine ¢ parametresinin kiigiikliigii mertebesinde ya-
kindir. Eger (VIL.1.4) hareket denklemi tam olarak ¢5ziilemeyen bir denklem ise,

289




290 ¥ PERTURBASYON TEORISI

tam olarak ¢oziilebilen (VII.1.1) hareket denkleminin g¢dziimlerinin aracilig ile
¢oziilebilir.

y® ve y@ &zfonksiyonlar: (VIL1.1) denkleminin biribirinden farkli olan
herhangi iki ¢oziimii olsun. Ote yandan, H©@ operatdriiniin vO ve yO §z-
fonksiyonlarina ait dzdegerleri E® ve EQ olsun. Eger y@y® igin E© = E©
ise, H® operatdrii ve dolayisiyle E® ozdegerleri soysuzlagmamistir. Bu parag-

rafta yalniz soysuzlagsmamis herhangi bir H© operatériiniin herhangi bir per-
tiirbasyona maruz kalmasiyle elde edilen H operatdriniin yaklasik ézdegerlerini
ve ozfonksiyonlarim aragtiracagiz. Genel halde, ¢ H' pertiirbasyon operatdriiniin
kiigiik & parametresi cinsinden

eH =eHW + & H® 4 ... (VIL1.5)

seklinde bir kuvvet serisine ve dolaysiyle (VII.1.2) bagintisina bakarak, H per-
tiirbe olmug HAMILTON operatoriiniin de gene kiigiik £ parametresi cinsinden

H=HO® +gHO + g2 HO 4 (VIL1.6)

seklinde bir kuvvet serisine agilabildigini varsayalim. Siiphesiz H operatriiniin
vy, 6zfonksiyonlar1 ve bu &ézfonksiyonlara ait E, dzdegerleri de kiiglik ¢ para-
metresi cinsinden

y, = q,gm P ‘l’f," s \szz) 4+ (VIL.1.7)
ve
E,= EO® +cEW + 2 E® + .., (VIL1.8)

sekillerinde birer kuvvet serisine agilabilirler. Bu bagintilardaki y® &zfonksiyon-
larina ve E® &zdegerlerine pertiirbe olmamiy Szfonksiyonlar ve Ozdegerler adi

verilir. Benzer gekilde, y, Ozfonksiyonlarina ve E, oOzdegerlerine de pertiirbe
olmus Szfonksiyonlar ve 6zdegerler adi verilir. Ote yandan, ey ve g2 y@ te-

rimlerine, miitekabilen, dalga -fonksiyonlarmmin maruz kald klar1 birinci merte-
beden ve ikinci mertebeden pertiirbasyonlar adt verilir. Benzer sekilde, e ED ve

¢ E® terimlerine de miitekabilen, enerji 6zdegerlerinin miruz kaldiklar birincf
mertebeden ve ikinci mertebeden pertiirbasyonlar adi verilir.

(VIL.1.7.8) bagintilant (VIL.1.4) 6zdeger denkleminde yerlerine yazilirsa
(H® 4 g HO 4 2 HO 4 ) (¥ + ey + 2 y@ + ..)
=(EQD 4+ ED 4 @ ED + ) (yO +ey® - 2y@ + ) (VIL.1.9)

bulunur. Siuphesiz (VIL.1.7,3) bafintilart (VII.1.4) denkleminin ¢dziimleridir ve
bu sebepten Stiirii, bu denklemi 6zdes olarak saglamalar gerekir. O hélde (VII.1.9)
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bagintisi, € parametresinin biitiin keyfi degerleri igin 6zdes olarak gerceklenme-
lidir. (VIL.1.9) bagmntistmn her iki yanmindaki parantezler agildiginda, ¢ para-
metresi cinsinden birer kuvvet serisi elde edilir. Bu kuvvet serilerinin 6zdes ola-
bilmesi i¢in, & parametresinin ayni dereceden kuvvetlerinin katsayilan esit olma-
Idir. O halde,

HO y® = EO y© (VIIL.1.10a)
HOyO L HO yb) = EDOy® 4 EO (VIL.1.10b)

H® y©  HO O + HOy@ = EQ g + Dy + EOy®  (VIL1.10c)

bagintilart elde edilir. (VIL.1.10a) denklemi tam olarak c¢éziilebilen (VII.1.1)
denkleminin aymidir. Uygulamada sadece birinci ve ikinci mertebeden pertiirbas-
yonlart hesaplamak yeter. (VIL.1.10a) denkleminden E® ve w©® ¢oziilebil-
digine gore, (VIL1.10b) denkleminden EM ve () pertiirbasyonlan ¢oziile-

bilir ve dolayisiyle (VIL.1.10c) denkleminden de E® ve y@ pertiirbasyonlar:
¢Oziilebilir. Asagida (VII.1.10b,c) denklemlerinin bu pertiirbasyonlarn veren ¢o-
ziimlerini bulacagiz.

H® operatoric HERMITsel oldugu igin bu operatoriin y© &zsonksiyonlar

YO,y =3, (VIL1.11)

ortonormallik bagintilarini gergekler. Ote yandan, H operatérii de HERMIiTsel
oldugu i¢in bu operatoriin y, Szfonksiyonlart

(W s Wp) =8, (VIL1.12)

ortonormallik bagintilarini gergekler. Pertiirbe olmus vy, o6zfonksiyonlarn per-
tirbe olmamig y©® &6zfonksiyonlar: cinsinden

Va = Z Aui ¥ (VIL.1.13a)
i

seklinde seriye agilabilir., Benzer sekilde, (VII.1.7) bagmtisindaki & inci merte-
beden pertiirbasyon fonksiyonu y® da y® &zfonksiyonlart cinsinden

Yo = > ARy (VIL1.13b)

seklinde seriye agilabilir. Efer (VII.1.13a,b) bagintilars soldan ¢@ &zvektdri ile
skaler olarak ¢arpilirsa (VIL.1.11) bagintilarint kullanarak

(‘{'}3) s ‘I’n) = Z Ani (‘PE,?) ’ ng)) = 2 Am‘ amt’ = Anm
i i

WO, ¥P) = > 4D YO,y = > 4D, — 4D
i

veya
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A, =W, v) (VIL.1.14a)
AR = (YO | yth) (VIL.1.14b)

sonuglarina varihir. (VIL.1.14b) bagintis1 £ = 0 6zel hali icin
A® =35 (VIL.1.14¢)

sonucunu verir. (VIL.1.7) bagmtisinin her iki yant soldan y©® &zvektérii ile ska-
ler olarak garpilirsa

WO, ¥) = (WO, y®) + s GO, y®) + & YO, y@) + ..
bulunur. Bu bagintida (VIL.1.11) ve (VII.1.14a,b) bagintilan yerlerine yazilirsa
Ay =08,, + 84D + 2 AD 1 (VIL.1.15)

sonucuna varilir. (VII.1.15) bagintis1 4,,, agihm katsayilarinin ¢ parametresinin
kuvvetlerine gére acilmidir ve bu acihmin katsayilart da A® dir. §imdi de
(VIL1.132) bagintism

V= D A VO
k

bagntisi ile taraf tarafa skaler olarak garpalum :

W s W) = ( Z A VP 5 2 Ani w§°’)
k i
=D At A 4P L yO)
2 |

= Z Z A Api S5 = Z Api Api
ik {

veyd (VIL.1.12) bagintisini kullanarak
ZA:ﬁAm' = 8 n (VIL.1.16}
{

sonucuna vanlir. (VII.1.16) bagmtist A4,; matrisinin bir iiniter matris oldugunu

gosterir. $iiphesiz (VII.1.15) agilimt (VIL.1.16) bafintisim 6zdes olarak saglama-
mahdir. O halde, yerlerine yazarak

Z By + AN + 2 A" £ ) (B, + e AD + g2 AD ) =35,
i

BB+ (B AD + 8,0 AU +
i

€2 (8 AD + 8, AD* + AW 4D) 4 ] =5

mn

8. + € (4D +AD*) + az(Ag; + 40 4 Z AD® Ag}g) +..=58_ (VILLIT)
i
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ozdesligi elde edilir. Bu 6zdesligin gerceklenmesi i¢in € un her kuvvetinin kat-
sayist sifir olmalidir. Bdylece ¢ ve €2 nin katsayilarmin sifir olmalar gsartim kul-
lanarak

AW 4 4D =0 (VIL.1.18a)
AD 4 AD* 4 Z Ay A= (VIL1.18b)

sonuglarina varilir. m = n 6zel hali igin bu baZntilar

AD + 40 =0 (VI1.1.19a)
AD 4 4O 4 Z AW 4D = 0 (VIL.1.19b)
i

sekillerini alirlar. (VIL1.19a) bagmtisi AW katsayilarmin saf imajiner sayilar
oldugunu gosterir. Ote yandan, (VIL.1.15) bagintist m = n igin

Ay =1+84D g2 40 + (VIL.1.20)
seklinde yazlabilir. Eger bu bagintida
A = ig

yazilirsa
A, =1+ica 4 O(e)
elde edilir. Siiphesiz
eite =1 +iga 4 O(?)
oldugundan, (VIL.1.20) bagintis1 yaklagik olarak
A, =¢ite (VIL.1.20a)
seklini alir. Ote yandan (VII.1.13a) agtlimi,

Vo= 4y YO + D Auy® (VIL1.21)
I=kn

seklinde yazlabilir ve (VII.1.20a) bagintisimn yardim ile

v, = eice YO z A @ (VIL.1.21a)

i==n

yaklasik seklini alir. Bu bagintimn ilk teriminde w® dalga fonksiyonu keyft

bir faz ¢arpam ile ¢arpilmistir ve bu ¢arpanin bire esit alinmasi fiziksel olarak
g6zlenebilir bir degisiklik dogurmaz. O hailde,
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ig = AV =0 (VIL1.22)

sonucuna vanlr. (VIL.1.19b) bafintis1 da, A® Kkatsayisinin yalmz reel kismim
belirler. 4@ katsayisinin keyfi olan imajiner kisminin segimi, pertiirbe olmamis
y@ dalga fonksiyonu igin bir yeni fazin secimine esdegerdir ve fiziksel énemi

yoktur. O hilde, s6z konusu faz1 sifir segerek A®@ nin imajiner kismr sifira esit
alinabilir ve

AD* = 4@
nn nn

yazilabilir. Bu son bagmtinin (VII.1.19b) bagintisinda yerine yazilmasi ile

1
AD = — _Z_Z | AD 2 (VIL.1.23)
iwen

sonucuna varilr,

HAMILTON operatériiniin (VIL.1.6) bagintist ile verilen kuvvet serisi agil-
minda ¢? nin katsayist H@ operatorii olsun. §imdi (VII.1.13b) bagintisinmn her
iki yanina soldan sol H® operat6riinii uygulayalim.

(P) k) — k F [3)
H \pi)_ZASﬂ)H)wg)
i

bulunur. Simdi de bu bagintimin her iki yanim soldan @ &zvektéril ile skaler
olarak carpalim.

WO, HO y®) = > 4D (yO , H® yo) (VIL1.24)
i
elde edilir. Efer H™ operatdriniin y® taban vektdrlerine gdre matris ele-
manlan
H2) = (y©@ , HP) (0 (VIL.1.25)

bagintis1 ile tamimlanirsa (V11.1.24) bagintist

v, H® ‘l!f,"’) = A H},f} (VIL.1.26)

ni
i

seklinde yazilabilir. Suiphesiz p = 0 igin (VIL.1.25) bagmtist, (VII.1.1} bagmntisi-
min yardum ile

HO=E®§ (VIL1.27)

seklini ahr.
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Birinci Mertebeden Pertiirbasyon Hesah

Simdi (VIL.1.10b) bagmtismin her iki yamm soldan y® &zvekiérii ile ska-
ler olarak garpalim :

(WO, HD y®)  (y© , HO yD) = ED (y® | y®) + EO (y® ) (VIL1.28)

bulunur. Ote yandan, p =0 ve k =1 igin (VIL.1.26) bagntisindan, (VIL1.27)
bagmtistm da kullanarak

W9, H () yi) = AD HO = Z AP ED S, = AD EO® (VI.1.29)
elde edilir. (VIL.1.25), (VIL.1.29), (VIL.1.11) ve (VIL.1.14b) bagintilarint (VII.1.28)
bagintisinda yerlerine yazarak

HY + AQ EQ = EO &, + ED 4D
veya
EDS  + AV (E® — EO) = HD (VIL.1.30)
sonucuna varthr. (VII.1.30) bagintis1 bir kez m = » igin ve bir kez de m = n
i¢in yazilirsa
m=n igin : E® = HO (VIL.1.31a)
HD

m s n igin AN = S —ME“’) (VIL.1.31b)
n m

sonuglarina varlir.

Ikinci Mertebeden Pertiirbasyon Hesabi

Simdi (VII.1.10¢) bagmntisinin her iki yanim soldan v ozvektori ile ska-
ler olarak g¢arpalim :

(YO, HO yO) + (y©@, HO y) + (y© , HO y@) =

= E® (y@, ¢y + EQ (O, v + EQ (9 , y&) (VIL.1.32)
bulunur. p =1 ve k =1 i¢in (VIL.1.26) bagintisindan
(9@, HO y)) = AD HNY (VIL.1.33)
==

bulunur, Ote yandan, p =0 ve k =2 igin (VIL.1.26) bagmntisindan, (VII.1.27)
bagintisim1 da kullanarak

WO, HO y®) = > AD HO = > 4D ED3,, = AQE®  (VILL34)
i i
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elde edilir. (VIL.1.25), (VII.1.33), (VIL.1.34), (VIL1.11) ve (VII.1.14b) baginti-
larini (VIL.1.32) bagintisinda yerlerine yazarak

HO + Z AD HD + A® EO = E® 5, + ED AD 4 EO 4@ (VIL1.35)
ikn
veya
E®§, + AD(E® — E®)= H® 1 Z AD HD — 40 EG  (VILL.36)
i£n

sonucuna varilir. (VII.1.36) bagntisi bir kez m = n igin ve bir kez de m # n igin
yazilirsa, (VIL.1.22) bagintisim1 da kullanarak

m=nign:  ED=H®+ > ADH (VIL1.37)
id=n
m#nign:  ADE® — EQ)= HZ + > AD HO — 4D E® (VIL1.33)
i+n

sonuglarina varilir.
(VII.1.31b) bagintisinda m = { alinarak

y HY
[ # nigin: AW = 20 —mE§°1 (VIL.1.31b)

elde edilir ve bu da (VII.1.37) bagintisinda yerine yazilirsa

Z HO HO

(2) - 2} n iid

En Hm: + E©® — EW)
i ]

i=n

bulunur. H® operatérii HERMITsel oldugu igin bu operatére ait matris ele-
manlart

HM = HO*
in ni
sartim1 saglar ve bdylece
HO HO = HO* O = | 1) |2
in ni ni ni ni

bulunur. O halde, E@ yi veren baginti

|HD P
E® = H® + Z EO— E® (V1I.1.39)
L

i=n
seklini alir.

(VIL.1.38) bagintisinda m = ; alinirsa ve sag yandaki i toplama indisi yeri-
ne de karisiklifn 6nlemek igin i = & alinirsa



SOYSUZLASMAMIS HAMILTON OPERATORLERINE AfT... » 297

fwn i ADED — EO) = HY + D ADHY — ADED  (VILL3Y)
k=n

elde edilir. (VIL1.31a,b) bagmblann (VIL.1.38) bagmtisinda yerlerine yazilirsa
is#nigin

o H® HD HO HO HO
A’u_ —_ }Y + n — i nn
E® — E® ;..:,.; E® — E0) (EO — EO) (ED — EOF
(VIL1.40)

sonucuna varilir. Ote yandan, { = n i¢gin (VIL.1.23) bagintisinda (VII.1.31b) ba-
Bintis1 yerine yazlarak

1 | HY P
AD = — _2'2 O EO7 (VIL.1.41)
f*ﬂ n I

sonucuna vartlir, Ayrica, £ = 2 igin (VII.1.31b) bagmtis

Yo = Z AD YO 1 AD O (VII.1.42)
i=n

seklinde yazilabilir. (VII.1.40) ve (VIL.1.41) bagmtilant (VIL1.42) bagintisinda
yerlerine yazilarak y@ pertiirbasyon 6zfonksiyonunun hesabi tamamlanur.

Elde edilen sonuglar (VII.1.8) ve (VIL.1.7) bagmtlarinda yerlerine yazilirsa
ikinci mertebeye kadar olan enterji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar igin agagidaki
sonuglar bulunur :

| HY P
EQ . FWO
n i

E,=E® +¢HY + & { H® 4 Z } (VII1.1.43)

id=n

m
Y in ©)
v, =y + SZ E® — EO v+
in "

X Z { [ H§21 N Z H(_,? H}(n
+ 8 n I [ —
E® — E® e (EQ@ — EM) (E® — ED)

in

HO g ]w‘-‘” 1 | HW 12 o} (VIL.1.44)

— nr —_—— \i;( )
(EO — EOF 2 (EO —EOF ¥n
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(VII.2) DURAKLI HALLER ICIN BIR HAMILTON OPERATORUNUN
SOYSUZLASMIS BiR ENERJI OZDEGERINE AiT PERTURBAS-
YON TEORISi

Durakh haller igin tam olarak ¢6ziilebilen SCHRODINGER denklemini,
yani pertiirbe olmamis H¢ HAMILTON operatériine ait 6zdeger denklemini
yazaltm :

HO y® = E© y(® (VIL.2.1)

Simdi H® operatoriiniin belirli bir E; dzdegeri icin N adet biribirinden farklr
Szfonksiyonu olsun :

IL,(10) s %0) # ng £ ... ‘l’f\?) (VIL.2.2)

86z konusu olan N adet dzfonksiyon i¢in H® operatériiniin ortak bir E, &z~
degeri oldugu i¢in

E® =EP =E® = ..=E®=E, (VIL.2.3)

yazilabilir ve (VII.2.1) 6zdeger denklemi
HO 0 = E y© G=1,.,N) (VIL.2.1a)

seklini alir. O halde, E, tzdegeri bir soysuzlagmiy ézdegerdir. Dolayisiyle H©
operatdrii, E, dzdegeri icin bir soysuzlasmis operatérdir ve soysuzlagma merte-
besi N dir. Bu tiir bir soysuzlasmaya N katli soysuzlagma adi da verilir. Bir
onceki paragrafta soysuzlagsmamis hal igin uygulanan pertiirbasyon teorisinin so-
nucunda elde edilen (VII.1.43,44) bagintilarinin paydalarmdaki E® — E© sek-
lindeki enerji farklan, soysuzlasmis hél igin sifir olur ve bu sebepten 6tiirii, s6z
konusu olan pertiirbasyon teorisi arttk gegerli degildir. Bu paragrafta soysuz-
lasmig hile uygulanabilen bir pertiirbasyon teorisinin esaslar! arastirilacaktir.

Bu paragrafta yalniz birinci mertebeden pertiirbasyonlar incelenecek ve per-
tiirbe olmus HAMILTON operatérii

H=H% 4+ ¢ H (VI1.2.4)

seklinde alinacaktir. Durakl: hiller i¢in tam olarak ¢6ziilemeyen SCHRODIN-
GER denklemi H operatoriine ait

Hy,=E,v, (V11.2.5)

seklindeki 6zdeger denklemidir. Bu denklemde birinci mertebeden pertiirbasyon-
larin soysuzlagmay:1 ortadan kaldirdigini farz ediyoruz. Bir Onceki paragrafta
yaptigimiz gibi, (VIL.2.5) denkleminin ¢6ziimii olan vy, Ozfonksiyonlarmimn or-
tonormal y©® &zfonksiyonlar: cinsinden seriye agihmim yazalm :
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N
Vo= Ay ¥ (VIL2.6)
i=1

(VIL.2.6) bagintisinda soysuzlasmamis enerji seviyelerini ihmal ediyoruz ve yalniz
E, soysuzlagmis enerji 6zdegerine ait olan N adet v\ Szfonksiyonu cinsinden

agilim yapiyoruz. (VII.2.6) bagmtisin1 (VIL.2.5) denkleminde yerine yazalin:

N N
D Ay Hy® = E, > Auy® (VIL2.7)
{1

foml

elde edilir. (VI1.2.4) bagintisim1 kullanarak

Hy® = HO y©® 4 ¢ B y© (VI1.2.8a)
veyd (VIL.2.1) bagintismin yardimt ile

Hy® = EOyO 4 g H y® (VIL.2.8b)
bulunur. (VIL2.8b) bagintis1 (VIL.2.7) bagintisinda yerine yazilirsa

N N N
D A EQ YO + &> Ay H y® = E, > Ay y®

fua N | ju=]

veyd

N N
z Ay (E, — E®) y® = az Ay H' y® (VIL.2.9)

FE) | iwl

elde edillr. (VIL.2.9) bagmtistmn her iki yanini soldan @ 6zvektdrii ile skaler
olarak carpalm :

N N
> A (B, — EO) (4, ¥®) =& > Ay (v®, H'y®)  (VIL29)
jw=1 i=1

bulunur. Eger w® &zvektorlerine ait
(@, y®) =5, (VIL.2.10)

ortonormallik bagintisint ve H' pertiirbasyon eperatoriiniin matris elemanlarim
tanimlayan

Hpy = (y@, B ¢\ (VIL.2.11)

bagmtisim (VI1.2.9a) bagintisinda yerlerine yazarsak,
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N N
> A (B, — E®) 8, =5 > Ay Hix
j=1

i=1
veyd

N
Anm (En = E:‘,?)) = SZ A :m' (VII2.12)
i=1

elde edilir. Eger (VIL.2.3) bagintis1 ile verilen EQ = E; soysuzlagma sarti kul-
lanihirsa (VIL.2.12) bagmtisindan, m = 1, 2,..., N olmak iizere,

N
(B, — B Aun =& D Hi Aui (VIL.2.13a)
im1
veya
N N
Z (E, — Eg) 8, Ani = SZ Hpy; Ap
=1 =1
veya

N
Z (6 Hyy — (E, — E}) 8,;] Aw =0 (VIL2.13b)
fm1
sonucuna varilir. # = sibit i¢in (VIL.2.13b) bagintis1 4,; katsayilarma goére N
bilinmeyenli N denklemden olusan bir lineer homogen cebirsel denklem sistemi-
dir. A4,; katsayilarindan en az birinin sifirdan farkli olabilmesi i¢in, bu denklem
sisteminin katsaylarindan olusan N X N inci mertebeden kare matrisin deter-
minat1 sifir olmahidir. Bylece

Det[eH,, —(E,— E}$,,]=0 (VIL.2.14)
bulunur. (VII.2.14) bagmtisi, E, enerji 6zdeZerlerine gére N inci dereceden bir
cebirsel denklemdir. Bu denklemin genel hilde biribirinden farkli N adet kokii
vardir. Boylece birinci mertebeden pertiirbasyon, soysuzlasmayi ortadan kaldinr.
E, ozdegerlerinden her biri igin (VI.2.13b) denklem sisteminin 4,; bilinmeyen-

lerine goére bir ¢oziim takim vardir. N adet A4,; ¢6ziim takimina kargihk olmak
tizere (VII.2.6) bagntiss N adet pertiirbe olmus vy, Szfonksiyonunu belitler.

Simdi N adet y, 6zfonksiyonundan herhangi ikisinin araciligi ile ¢ H' per-
tirbasyon operatoriiniin matris elemanini tanimlayahm. S6z konusu matris ele-
manlarmn sifir oldugunu, yani

m # n igin : e(v,,, H y,) =10 (VIL.2.15)

bagintilarim ispat edecegiz. (VIL.2.6) bagintis1 ile verilen y, a¢ilimlarmi matris
elemaninin ifadesinde yerlerine yazahm :
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e ms B W) =2 D 4 v > Au H' yO)
i

k
=& > > A Au WO, H' y®)
ki
bulunur. (VII.2.11) tanim bagintistm kullanarak
e, H ) =2 > Aby Hiy Ay (VIL.2.16)
PR
elde edilir. Once (VII.2.16) bagmtisint
ey, , H y) = Z A%, az Hy Ay (VIL.2.163)
k i
seklinde yazalim ve (VII.2.13a) bagintisin1 da m = k igin
(E,—E)A, =¢ Z Hy; Api (VIL.2.13¢c)
i
scklinde yazalim. (VII.2.13c) bagintisi (VI1.2.16a) bagintisinda yerine yazilirsa
(B, — E) D A% Ay =2y, , H' ) (VIL.2.17)
P
sonucuna varilir. (VIL2.16) bagmtisini bir kez de
ey, H ) = > Awe > Hy Al (VIL2.16b)
i k

seklinde yazalim. Burada H’ operatériiniin HERMiTsellik &zelligi, yani
HY=H, Hi=H;=H,

bagmmtist kullanildi. Ote yandan, énce (VIL.2.13¢) bagintisint #» = m igin
(Em - EO) Amk =€ Z Hy Ami

seklinde yazalim ve sonra da, i ve k indislerinin yerlerini aralarinda degistirerek
butunan bagintinin kompleks eglenigini alalim :

(B, — Ep) Ak =5 > Hy Al (VIL2.13d)
k

bulunur. (VII.2.13d) bagmtisi (VIL.2.16b) bagintisinda yerine yazihrsa

(E, — Ey) Z Api A =y, H y,) (VIL2.18)
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sonucuna variir. Ote yandan, (VI1.2.17) bagmusmnda toplama indisi £ = i olarak
segilirse

(E, — E,) Z AX Ay =y, , H'v) (VIL.2.172)
i

bulunur. Simdi (VI1I.2.18) ve (VII.2.17a) bagintilarin: taraf tarafa ¢ikaralim :
i

elde edilir. Eger soysuzlasma ortadan kalkmussa, yani E,, # E, ise:

N
m s n icin : z A* A, =0 (VIL.2.20)
fm]

bulunur. (VII.2.20) bagintist (VII.2.18) veya (VII.2.17a) bagmtisinda yerine ya-
zilirsa

m# nigin : e(y, . Hvy)=0 (VIL.2.15)
sonucuna varilir. Béylece ispat tamamland.

(VIL.2.6) ve (VIL.2.10) bagintilarin1 kullanarak

(Y, W) = ( Z A WO Z Api 11'(;0))
i

k
= > A Au (0, ¥
k i

=D > Atk Au Su
i k

veya
W > W) = Z Ay Ani (VIL2.21)
i
bulunur. (VII.2.20) bagintisimt kullanarak (VII.2.21) bagintisindan

menigin:  (y,,y)= Z A% A, =0 (VIL.2.22)
i

elde edilir. Boylece, pertiirbe olmug y, 6zfonksiyonlarinin dik olduklar sonu-
cuna varilir. Soysuzlasmis enerji 6zdegerlerine bir 6rnek olmak iizere paragraf
(I1.6) ya bakmmz.
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(VIL3) OZEL HAL: iKi KATLI BiR SOYSUZLASMA ICIN PERTURBAS-
YON TEORISi

Bu paragrafta iki kath soysuzlagma 6zel hali igin pertiirbe olmug enerji
Ozdegerlerini ve enerji Ozfonksiyonlarmm hesaplayacagz.

N = 2 ozel hali igin (VII1.2.13b) denkiemleri
(eH{y —(E,— E)] A, +€Hp A, = O}
eHy A, +eHy —(E, —E)]A4,,=0

seklinde yazlabilir. Bu bagmtilar, 4, katsayilarmma gére lineer homogen bir
denklem sistemidir ve

[a His — (E, — E)) s Hi ] [ A ] =0 (VIL3.1a)
SHil € H£2 - (En - EO) Anz

seklinde bir matris bagintis1 olarak ta yazilabilir. 4, katsayilarindan en az bi-
rinin sifirdan farkii olabilmesi igin, (VII.3.1a) bagmtisindaki 2 x 2 nci merte-
beden kare matrisin determinantt sifir olmahdir ;

e H{y — (E, — E) e Hy;

& Hjy e Hf; — (E, —
(VIL.3.2) bagintisy, (VI1.2.14) bagmtisinin & = 2 ye ait bir Gzel hali olarak ta
yazilabilirdi. H’ pertiirbasyon operatdri HERMiTsel oldugu i¢in H, kare

matrisi de HERMITseldir ve bu sebepten &tiirii, Hj, ve Hj, matris elemanlan
reeldir. Ayrica,

(VIL3.1)

Eo)[ =0 (VIL3.2)

o3 — L] * p— tx ]
Hiz“Hzx’ le H2l

yazilabilir ve boylece
Hy = {Hp PP =|Hyf? (VIL.3.3)
sonucuna vanhr. (VIL3.2) bagintisi, (VIL3.3) bagm.tlsml kullanarak
(E, — E) —s HLWKE, — E) —~e Hp] — & | Hi 2 =0
veyd
(E, — E} — e (Hiy + Hp) (B, — E) + & (Hiy Hp — | Ho ) =0 (VIL3.4)
seklinde vazlabilir ve E, ye gore ikinci dereceden bir denklemdir. Eger kisalt-
ma igin
x=FE,—E, a=c¢Hiy, b=tHy, c=¢|Hp|=¢|Hy|
yazilirsa, (VIL.3.4) denklemi
> —(a@at+tbd)x+tab—c?2=0

seklini alir. Bu denklemin diskriminanti
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A=(a+ b?—4(ab— ¢?)
veyd

A=(a—DbP+4ct >0

seklinde oldugundan, her zaman reel iki kokii vardir. S6z konusu iki reel kék

1
x,,2=-§—[a-|—b¢\/(a—-b)2—l—4c2]

seklinde ¢oziilebilir. E| < E, olmak iizere yukardaki degerler yerlerine yazilirsa

E,—E

€

8 4 ’ ’ £ ¢
0= -i"[Hu + Hj — \(Hiy — H5)? + 4| Hi5 7]

E,—E = 5
sonuglarina variir. Eer A = g2 D veya

D= (Hy — HpP +4\{Hp |?
tantm1 yapilirsa (VIL.3.5) bagntilan

]
& . ’ Iy
EI*E0=-—2—(H11+H22— .D)

€ * ' T
E, — EO=T(H11 + Hj, + \/D)

sekillerinde de yazilabilir.
Eger (VIL.3.7) bagintilan
s;==1, s,=41, 5, =(—1)"

bagintilan ile tammlanan bir s, isaret ¢arpani cinsinden

g rr ,
E,,—EO=T(H,1+H22+S,,\/B)

seklinde yazilirsa

’ € 1 I 2
eHy; — (E,, - Eo) == ‘Z—(Hu — Hyp — s, \/D)

’ a f r
e Hy — (E,,—Eo)=7(ﬂzz — Hiy — 5,\/D)

[Hi, + H3; +V(Hiy — Hp)?* + 4| Hiz 17

(VIL3.5)

(VIL3.6)

(VIL3.7)

(VIL3.8)

(VIL3.8b)

(VIL3.9)

bagintilan elde edilir. Eger bu bagintidar (VII.3.1a) bagintisinda yerlerine yazilirsa
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H{, — Hjy — 5,\/D 2H}, A,
VD "l=0  (viL3.10)
2H;, Hp—Hi—s5,\/D | |4,
bagintis1 bulunur. (VIL.3.10) bagmtisindan da n =1 igin
(VIL3.10a)

] 2H3, Hjy — Hiy + /D |
bagmtis1 ve n = 2 igin de

H{, — Hy; —\/D 2H{,

2Hx Hjy — Hiy — /D |
bagintist bulunur. (VII.3.10a) bagmtisindan

=0  (VIL3.10b)

| Hi, — Hy +\/D 2H}, ] ]

Hj, — Hyp + VD) A, + 2H] =
(His — Hiz + VD) 4y 24, = (VIL3.11a)
2H} A, + (Hj, — H{; +\/D)4,,=0
denklem sisterni ve (VIL3.10b) bagintisindan da
(Hiy — Hy — \/D) A, + 2H{; A;, = 0

2H;) A, + (Hy — Hiy —\/D) 4,, =0

(VIL3.1ib)

denklem sistemi bulunur. (VIL.3.11a,b) denklem sistemlerinden de

" 2H, _ Hip — Hii —\/D
Hiy — Hp — \/D 2Hj;

(VIL3.12a)

A
All
A 2H]; Hijy — Hj, -+ \D

4 = — = (VIL3.12b
22 H2;2 - H{I + \/D 2Hél )

¢Oziim takimlary bulunur. N = 2 igin (VIL.2.6) bagintis: ile verilen pertiirbe ol-
mus Ozfonksiyonlar

A

v, = 4, O + 4, y©
4, Ay W0 T Ay v

(VIL3.13)

seklinde yazilabilir. $iiphesiz y, ve y, 6zfonksiyonlar: normlanabilir ve (VIL.2.22)
bagmtismin sonucu olarak ta biribirlerine diktir. O halde,

(Wl t wl) (Wz * ‘Vz) = 1 (W1 ’ ‘-[12) = (Wz » \|’1) ={



306 ¥ PERTURBASYON TEORISI

normlama ve diklik bagintilar1 yazilabilir. (VII.3.13) bagmtilan bu bagintilarda
yerterine yazilirsa

(VIL3.14)
A’ﬁ AZ]. + Aikz A22 == O

bagmtilart bulunur. Béylece (VIL.3.12a,b) bagntilari, (VIL.3.14) bagmtilari ile
birlikte (VIL.3.13) bagintilarindaki dort adet 4,; agithm katsayisim belirler. Genel
hilde bu hesap basit olmasina kargithk uzundur. Asafjida ¢ok rastlanan bir &zel
hél i¢in bu hesabt tamamlayacagiz.

Hj, = H;, Ozel Hali:

Hi, = Hj, 6zel hali igin (V1L.3.6) bagintisina bakarak

|A11|2+|A12|2=|A2112+|A22|2:I}

D=4|H}, %, VD = 2| Hi, | (VIL.3.15)

bulunur ve (VIL.3.7) bagintilan ile verilen enerji 6zdegerlerinin ifadeleri

E1=E0+8(Hi1"|Hiz|)} (VIL3.16)

E2=E°-l— e (Hy, +]H{21)

sekillerini alirlar.

Hi{; = Hj, 6zel hali igin (VIL.3.12a,b) b. Zntilart

Ao _ __Hn _ _ |Hi| (VIL3.17a)
Au l H;;l | Hfz
Ay _ _Hip _ | Hy| (VIL.3.17b)
4, |Hp|  Hy

sekillerini ahrlar., H3; kompleks biiylikliigiiniin argiimani 0 ise,

Hj, = | H}, | e, Hj = HY3 = | Hj | & (VIL3.17¢)
oldugu igin (VIL.3.17a,b) baZintilar
A

A _ _ el 2 =¥ (VI1.3.17d)
All A22
sekillerini alirlar. Bu bafntilardan | 4,.| =14,,| ve | 4,,] = | 4,,| bulunur. Bu

sonuglar, (VI1.3.14) bagmntilarindan ilk ikisinde yerlerine yazilirsa

2|44 =214,PF =1
veya

|
|A11|"‘=|Azzl=1A12|=|Az1l=—_‘ (VIL.3.18)

vz
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elde edilir. Burada l/\/f normlama sabitidir. (VIL3.14) bagmtilarindan iigiinciisii
Afy Ay, ile boliniirse, elde edilen bagintiyr (VIL.3.17d) bagintilari 6zdes olarak
saglar :

Azl + A?‘Z — e_je _ e_ia = 0
A,, Ay

(VIL.3.17d) bagmntilart (VIL.3.13) bagmtilarinda yerlerine yaziirsa

4 . ‘
'\I]l = A“ (\p(lo) + j.g.. \]j‘io)) 3 All (‘P(IO) I el'e ‘{"50))

11

| (VIL3.19)

A .
Vo= (W9 L2 0] = 4 0P e )
21

bulunur. 4, ve 4,, in (VIL3.17d) bagntilarina bakarak reel olduklar1 varsayi-
labilir. O haide, (VII.3.18) bagmtilarindan

|
Ay =14, = Ay =4y =W
elde edilir ve (VII.3.19) bagintilarinda yerlerine yazarak

1 .
V= G = e )
; (VIL.3.20)

1
“I’) —_— (w(l(}) _|_ eiﬁ wg)))

z

sonuglarina varilr.

(VIL4) HELYUM ATOMU VE MUBADELE SOYSUZLASMASI

Iki veyd daha fazla sayidaki 6zdes pargaciklarin olugturdugu bir sistemde
soysuzlasma ortaya ¢ikar. Ornegin, helyum atomunda iki elektron vardir. Eger bu
iki elektron aralarinda miibadele (degis tokus) edilirse, genel olarak baslangigtaki
enerji dzfonksiyonundan farklt bir enerji 6zfonksiyonu elde edilir. Fakat biitiin
elektronlar 6zdes oldugu igin, herhangi ikisinin aralarinda dejis tokus edilmesi
sistemin enerjisini deistirmez. Bu sebepten &tiirii, iki enerji 6zfonksiyonu ortak
bir enerji 6zdeferine ait olur ve iki katlt bir soysuzlasma ortaya gikar. Bu tiir
bir soysuzlasmaya miibadele soysuzlasmast adi verilir,

Helyum atomu paragraf (V.4) te 6zdes parcaciklarin &zellikleri ile ilgili olarak
incelenmisti. Orada kullanillan notasyonlara bakarak
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(=L _ 2 -2 1L4.1
M=a-——7 HQ=- " —— (ViL4.1)

ve

V= = (VIL4.2)

l r, — rz' r
olmak iizere sistemin HAMILTON operatérit
H=HUH)4+HQ+V, (VI1.4.3)

seklindedir. Siiphesiz H pertiirbe olmus HAMILTON operatériidiir. Pertiirbe
olmamiy HAMILTON operatdrii

HO =H(1)+4+ H(2) (VIL.4.4)
dir ve pertiirbasyon operatdrii de
£
12
dir. Ote yandan, V. Bslimdeki islemlere bakarak
HDy, ) =E9y,(1), HQv, @ =E®y,(2) (Vl462)
HDy, (1) =EQ vy, (1), HQvy,2=E%y,2) (VIL4.6b)

olduguna gore

eH =V, = (VIL4.5)

HO y, (1) v, ) = (ED + E®) y, (1) v, (2) (VIL4.7a)
HO vy, (D) y, () = (EO + E®) y, (D v, 2) (VIL4.7b)

sonuclarina varildigimi biliyoruz. Gérilliiyor ki, pertiirbe olmamiy H©® operatd-
riniin enerji 6zdegerleri E® + E® dir ve ve iki katli bir soysuzlasma vardir.

Boylece,

E,= E;‘}) + E® (VIL.4.8)
olmak iizere,

H® y® = E y©O (VIlL.4.9a)

H©® YO = E, y® (VIL4.9b)

bagmntilar: yazilabilir. (VI1.4.9a,b) bagintilar1 (VII.4.7a,b) bagintilari ile karstlag-~
tirilirsa

v =y (r,,r) =y, (1) v (2

(VI1.4.10)
VO = y® (r,, 1) =y (D, 2

sonuclarma varilr.
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Simdi bir ¢nceki paragrafta ayrintilarim verdigimiz iki kath soysuziagsmaya
ait pertiirbasyon teorisini helyum atomuna uygulayacagiz. (VI1.4.5) badmntist ile
tamimlanan pertiirbasyon operatoriiniin matris elemanlar

e Hyy = e(y®, H' yD) = ¢ f f O o d"* d"z (VIL4.11)

veya
eHjy =&t ff| e e dTl a, (VIL4.11a)

asz—esz| yo [z LT d“l de (VIL4.11b)
e Hijp = & f f O d"l d‘z (VIL4.11c)

ey =¢ f f " Y M (VIL4.11d)
T2

integralleri ile yazilabilir. Eger (VII.4.10) bagmtilar: (VII.4.11a,b) bagintilarinda
yerlerine yazilirsa

eHy=¢ f PROIIRCTE N ERES
12

e Hjp = & f f lve DR [v, (z)lzf%ﬁ (VIL4.12b)
12

bulunur. (VII.4.12a,b) bagintilar: paragraf (V.4) teki (V.4.19a) bagintis1 ile karsi-
lastirilirsa

eHy=Fy, ceHp=F,
elde edilir. r,, = r,, oldugu icin F, = F, dir ve bdylece
EH{l —_-E'Héz =Fnk (V]I.4.l3)

sonucuna varilir. Eger (VI1.4.10) bagintilar1 (VI1.4.11¢,d) bagmtilarinda yerlerine
yazilirsa

e Hjy = & f f vED vE @ v Dy, @ d*; It (VIL4.14a)
¢ Hy = & f f vE D vE @ v, 1) v @ "“r 4% (VIL4.14b)
12

bulunur, Siiphesiz bu bagintilar
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H = Hj; (VIL4.15a)
HERMITsellik sartim saglarlar, (VIL.4.14a,b) bagintilar1 paragraf (V.4) teki
(V.4.19b) bagintst ile karsilastirilirsa
eHi; =Gy, c¢Hy=¢G,,

elde edilir. r, = r,, oldugu icin G, = G,, dir ve bdylece

4 |

EH;; =E& H£1 = Guk (VII415b)
sonucuna varilir, (VIL.4.15a,b) bagintilar1 karsilastirilirsa
Hif = Hj;, G = Gy (VI11.4.15c)

bulunur. Yini G, reeldir ve ayrica pozitif oldugu da gosterilebilir. (Bak. Prob.
V.1). (VI1.4.13) bagintisina gére Hj, = H,;, 06zel héli s6z konusu oldugu i¢in,
(VII.4.15b,c) bagntilanini kullanarak helyum atomunun pertiirbe olmug enerji
Ozdegerleri (VIL.3.16) bagmtilarma bakarak

E = E, + «(H;, — Hp)

(VI1.4.16a)
E,= E,+ e (Hiy + Hi)
veya
E =E(°)+E‘°’+Fn — G
L oo (VIL4.16b)

E,=E®+ E®+ F, + G,
sekillerinde yazilabilir. (V11.4.16b) bagmtilar (V.4.21) bagntilarmin aymdir.
Paragraf (V.4) te¢ G,, = 0 oldufu gosterilmisti. O hilde, k¥ = n igin
E\=E =2E®+F, (V11.4.17)
elde edilir. » = 1 igin helyum atomunun temel hali bulunur :
E =E =2E"+ F, (VI1.4.18)

Goriiliiyor ki, bhelyum atomunun temel hili igin soysuzlasma yoktur.

(VIL5) HELYUM ATOMUNUN TEMEL HALI ICIN ENERJI OZDEGER-
LERININ HESABI

Helyum atomunun temel hali igin pertiirbe olmuy enerji seviyesinin
E =E, =2EQ+F, (VIL5.1)

seklinde oldugunu bir onceki paragrafta gérmiistiik. (Vi1.4.12a,b) ve (VIL.4.13)
bagintilarina bakarak
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Fy=é f f v, ()| v @ p 295 (VIL5.2)

T2

yazilabilir. Bu bagmtida helyumun temel halini géstermek iizere n =k =1 ali-
nirsa

F=¢ f f v O F Ly, @ Z% (VIL5.3)

12
bagintis1 elde edilir. Paragraf (V.4) te s6z konusu edildigi gibi, v, (1) ve v, (2)
dzfonksiyonlar1 ve E® ve E® Szdegerleri, (VII.4.6a,b) Ozdeger denklemlerinin

coziimleri oldufu icin hidrojenimsi bir atomun enerji &zfonksiyonlar: ve enerji
Szdegerleridir. Ornegin,

v, (1) =y, (r,0,,9) =R, r) Y,,0,, ‘Pl) (VI1.5.4)
ve ¢* yerine Ze* ve g, yerine «,/Z yazarak,
Z% ¢t
E® = — VIL.5.5
" 2a, n? ( )

alinmasi gerekir. Ote yandan, » = 1 igin hidrojenimsi atomun temel hali elde edi-
lir ve

\ 41 (1) = Yino (rl) = -Rm (r1) Yoo (VII.5.4a)
Ye
72 &
EP — — L5.5
1 2a, (V1 a)

elde edilic. (11.5.18a) ve (1.21.17) bagntilarina bakarak

Z N\ 1
Ry (r) = ("E“') z

Q

vazilabilir ve (VIL.5.4a) bagintisinda yerlerine yazarak

A _zﬂ.

v, (1) = Yioo (!'l) = "\/_-T-E-"Ei}‘z" < a0 (V1154b)
(1]

bulunur. Bu bafintilarda Z, hidrojenimsi atomun atom numarasini gosterir. Siip-
hesiz boyle bir atomun ¢ekirdeginin elektrik yiikii Ze dir. Z = 2 igin helyum
atomu elde edilir. Ote yandan,

1

Z} s,
I‘FI(I) I2 = e € 2z ao
0

ve benzer sekilde
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yaztlabilir. Simdi r, ve r, radyal koordinat degiskenlerinin yerine
u,=22r/a,, u, = 2 Zr,la, (VIL.5.6)
boyutsuz degiskenlerini ve
o) = e (VIL.5.7)

fonksiyonunu tamimlayalim. (VIL5.6,7) bagmtlarns, |y, (1) * ve |y, (2) ? nin
yukandaki ifadelerinde yerlerine yazalim :

Z3 23
2 p——d ' 31 2 — H
w, ()] - ﬂg e, | v, Q)| 7 eus (VIL.5.8)
veyéd
73 3
WOP=Z 0@, 1n@F=S5ew (VLS9

bagintilar1 bulunur. (VIL.5.9) bagintilann (VIL.5.3) bagintisinda yerlerine yazilirsa
6 o2
_£e f f o () p () 2192 d"l d"z (VIL5.10)

sonucuna varilr.
(V11.4.2) bagintisina gore
Fa=1ry=|r 1| (VIL5.11)
oldugunu biliyoruz. Kartezyen koordinatlarda yer vektSriiniin
r~—--xe_,c—i-yey—l--zez
seklindeki ifadesinde x, y, z kartezyen koordinatlan,
x = rsinf cosg, y = rsin@ sing, z = r cos@
bagmtilar1 kullanilarak r, 6, ¢ kiresel koordinatlarina doniistiiriiliirse
r = r [sin® (cosg e, - sing e,) + cosd e ]
elde edilir. O halde, bu bagmtiya benzer sekilde
r, = r, [sin, (cosg, e, + sing, e ) + cosb, e ] (VIL5.12)
r, = r, [sind, (cosg, e, + sing, e)) + cosb, e ]

bagmtilart yazilabilir. (VIL.5.11) bagmtisinin her iki yanimin karesi alinirsa

rfz = (rl — r2)2 = rf + r% —2 I, .r, (VIL.5.13)

bulunur. Ote yandan,
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=<4 (r,,r)igin: r .r,=r r, cosd (VIL.5.14)
yazilabilir ve bu bagmtinin yardim ile (VIL5.13) bagintis:
rt,=r2+r3—2r r,cosd (VIL.5.15)

seklini alir. Ote yandan, (VI1.5.12) bagmtilan skaler olarak taraf tarafa ¢arpilirsa
r, ¥, =r, r,{sin0, sind,(cosp, cosyp, I+ sing, sing,) 4 cosB; cosd,]
elde edilir. Eger bu baginti (VIL5.14) bagintis1 ile kargilagtirihirsa
cosB = cosB, cosB, -+ sinb, sinb, cos(p, — 9,) (VIL.5.16)
sonucuna varihr,

(VIL5.15) bagmtisi
2\
Iy = (1 - 2——- cosf + ) (VIL.5.17a)
n ri

seklinde yazilabilir, Eger ¢ = r,/r, veé x = cos® tanimlar1 yapilirsa (VIL.5.17a)
bagmtist

ro=r\1—2xt+ ¢ (VIL5.17b)
seklini alir, Ote yandan (1.16.1) bagmntisma gére, LEGENDRE polinomlarinimn
doguran fonksiyonunun

1
, [) = =
g0 1) VI—2xt+ 22

ZP,(x):f, t<1 (VIL5.18)

=0

seklinde oldugunu biliyoruz. © halde, (VILS5.18) bagmntisindan faydalanarak
{VIL.5.17a,b) bagintilarindan

r, < r igin: = — ( ) P, (cosH)

— Z( ) P,(cos0)

1=0 )
agthmian elde edilir. Ote yandan (VIL.5.16) bagmmtisina bakarak, P, (cosf) nin,
9,,6,, ¢, ve 9, nin trigonometrik fonksiyonlar: cinsinden ifade edilebilecegi
goriilir. Gergekten bu baZinti,

(VIL5.19)

- 1
r,<r, iin: -—

!

Z m @) Y 0,, ¢,) (VIL.5.20)

o —]7

4r

P ! (COSG) = —2—1.{_—1
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seklindedir ve kiiresel harmoniklerin toplanm teoremi adim alir. Bu teoremi is-
patlamayacagiz. Fakat s6z konusu olan bu ispat, érnegin, M.E. ROSE un Ele-
mentary Theory of Angular Momentum’ adli kitabinda bulunabilir. Eger (VIL.5.20)
bagmtis1 (VIL.5.19) bagintilarinda yerlerine yazilirsa ve ayrica

Z Z 0/ = 2 Oim (VIL5.21)

=0 mmo—]

tammm yapilirsa

N 4n rg * |
r,<r, igin: ;“Z ERE Y,.0,,0) Y5%@O,,9,)
I, m

(VIL5.22)

. . 1 4n r{ *
ry<r, 16in: EEZ 27+ 1 ,.£+1 Yhu(ep‘l’l) Ylm(ez'q’z)

sonuglarina varilr. (VIL.5.22) bagintilart (VIL5.6) bagmtilari ile tammlanan u, ve
u, boyutsuz degiskenleri cinsinden

. 1 4n ) . 1
u2< u, 1q1n | -1-‘:.;:2 21+ 1 u’;’l Y;m(91,¢1) th(ez’(pz)

| (VIL5:23)

YT 1 — 4“ ui Y Y*
“1< U, cm '@“Z 21+l u’z'“ lm(el’(pl) lm(ezsq’z)

J
sekillerinde yazilabilir. Buradaki u,, boyutsuz degiskeni
u,=22Zr,la, (VIL.5.24)

bagmtist ile tammlanmstir. Ote yandan (VI1.5.10) bagmts, u, , u, ve u,, boyut-
suz degiskenleri cinsinden yazilmahdir. Fakat bunun yapilabilmesi igin, &rnegin,

dQ, =sinb, d6, do, dv, =rtdr, dQ,, dv,=uldu dQ,
olduguna dikkat edilmelidir. Boylece

a a
dt, = wre VE dty,, dt,=—4—5 823 dx,,
ve
d=, dv, = 64Z" dv, dr,, (VIL.5.25)

elde edilir ve (VIL.5.10) bagintist da
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Z et dz, d=,

F =2 f f p) pu) T (yIL5.26)
322 q, U,
seklini alir. Eger
I= f f b () p () ST D Tus (VIL5.26a)
Uz
bagintis: ile boyutsuz 7 integrali tammlanirsa F,, biiyitkliigii
Zel

F, o= — (VIL.5.26b
" 32q2g, )

seklinde yazilabilir.

Eger (VIL.5.23) bagintilar1 (VII.5.26a) bagmtisinda yerlerine yazilirsa, I in-
tegrali I, ve I, integrallerinin toplam olarak yazilabilir :

I=1 +1, (VIL.5.27)
Burada I, integrali #, < #| hiline ve I, integrali de #, < u, hiline aittir. O hilde,

4z p(u,) f

I=E ~ Y, 0,,0)dw, [ wp) Y5 (0,,¢,)dx,
1 Y, 1 f u,;.l.l fm( 1 (PI) 2 p( 2) i ( 2 (Pz) g7

Lm (VI1.5.28a)

An Uy)
L= ZT-H-I w p(wy) Y1, (8,5 9)) dmy, f ‘%%% Yin (82 9,) dmuy
2
- (VIL5.28b)

bagintilar1 bulunur. Ote yandan, keyfi bir f (u,) fonksiyonu igin dz,, = uz du,
dQ, oldugunu hatirlayarak

/f(uz) Yifn(ez’ ?,) dz,, = /f(uz) u% du, ff Y}:‘n(ez’ @) d§2, )
@n)
yazilabilir. Kiiresel harmoniklerin diklik ve normlama bagintist
ff Y?:,, (ez ) (P;) Yo m (92 s (Pz) dﬂz = Oy Oy
(4n)
seklindedir ve " =0, m* = 0 i¢in ¥,, = 1/y/4n oldugunu hatirlayarak
[] ¥56,,0) 40, =V 5, 8,

(4n)
seklini alir. Boylece (i) bagintisindan

[ £ Y@, 0 druy = VAT 85 By [ f () 13 du, G
¢lde edilir. (ii) bagintisindan faydalanarak (VII.5.28a,b) bagintilarindan
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H

4n u
I, .—_Z—\Mn 810 O mmo ff—,%}—) Yim®y>0) dy, fug p(uy) 122 du,
21-[— 1 i
im

Q

4r - “)
IZ = Z —m \{4‘3 5}0 Bmo fui p (ul) Ylm (el ’ q)l) d‘cul f F:‘S'l'?l u% duz
Lm

u,

bagntitar1 bulunur. Bu bagintilarda m = 0 ve I = 0 yazilarak m ve [ ye gore
toplamlar kaldirlmalidir. O halde, \/4n ¥,, = 1 oldugunu hatirlayarak,

w L) 3

IL=4nf$uf dulffdﬂlfp(uz) uZ du,
0 ! (4r) 0

Iz=4‘f‘f|3(“1) u dulff dﬂlfpiuz) w du,
0 ) u z

veya

I = (41:)2/ pu) u, du, fp(uz) uZ du, 1
0 0

- - ( (VI1.5.29)
I = (41|:)2f p Q) w2 du, fp(uz) u, du,
¢ uy
¢lde edilir. Bu bagintilar (VIL.5.7) bagintisin1 kullanarak
-] )y ]
I, = (4r)? f e~4 u du, / e u2 du,
° ° | (VIL.5.30)
I, = (4n)? f e~ ul du, f e~ u, du,
0 #y J

sekillerinde yazilabilir. Ote yandan,
/ e~ uldu,=—e 12+ 2(u,+ 1)]

fe“"e u, du, = — e~ (u, + 1)

oldugu igin
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Hi 1

[ du = — e b + 20+ 1) +2
° (VIL5.31)

fe-" #, du, = e=1 (u, -+ 1)

bulunur. (VII.5.30) bagmtllarl (VIL.5.27) bagintisinda yerlerine ya.z:lhrsa

= (477)? fe_"l du, (u1 j" 4 u? du, + 13 fe‘-“z u, duz) (VI1.5.32)
0

by
elde edilir. (VIL.5.31) bagintilarin1 kullanarak

-

uy
2 2 —u —_
ulfe—“suzdzzz—l—ulfe cu, du, =
0

= —eut[u} + 2u (U + 1) — 12 (u, + D] + 24,
= — e (U2 +2u) + 24,
bulunur ve (VII.5.32) bagintisinda yerine yazarak

o

I=(@np [ e Ruy — e (2 + 2u)) du, (VIL5.33a)
0

veya
I= (4n)2( 2 fe-“l u du — fe—z wiwkdu, — 2 fe—z aryu, du, ) (VIL.5.33b)
0 0 0
elde edilir. Ote yandan,
f;—b widu, =nlforH,  b>0, n=0,1,23..
0

bagimtisim1 kullanarak b =1 igin
fe—“l u du; =1
0

ve b= 2 igin

-]

2 1 1 1
fe“2“1u2dul——£-§!—z, fe—“luldul=-£; —
0

bulunur ve (VIL.5.33b) bagintisinda yerlerine yazarak
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I = (4ny? (2—_3_ — %) = (4n)? (2 -%) = 161:2%

veya
I=20n? (VIL.5.34)
sonucuna vartir.
(VI1.5.34) bagintis1 (VII.5.26b) bagmtisinda yerine yazilirsa

F, = S z4 (VIL5.35)
8 a,

elde edilir. (VIL.5.5a) ve (VIL.5.35) bagintilan1 (VIL.5.1) bagintisinda yerlerine ya-
zilirsa

Z2 e 5 Z
L5 ze

a, 8 a

E =E,=—

1

bulunur. Helyum atomu i¢in Z = 2 oldugundan

4 ¢ 5 & 11 e
E, =E = — +— —=—-— —
a, 4 aq, 4 a,
veyd e*fa, = 27,2116 eV olduguna dikkat ederek
E =E=-275 £__ 74,83 eV (VIL.5.36)
a

¢

sonucuna varilir. Ote yandan, deneysel deger

E —E ——2904%5 — _ 79022V (VIL5.37)
a,

olup, pertiirbasyon hesabi ile bulunan yukardaki degerden 4,19 eV daha asagidadir.

(VIL.6) HIDROJEN ATOMUNDA BIRINCi MERTEBEDEN STARK OLAYI

Hidrojen atomunun M, kiitlesine ve + e elektrik yiikiine séhip bir proton ile
bu protonun etrafinda dénen m, kiitlesine ve — e elektrik yiikiine sahip bir elek-
trondan olustugunu biliyoruz. Boylece, hidrojen atomuna ait pertiirbe olmamsg
HAMILTON operatérii

HO = _.

V:— (VIL6.1)
2m r

seklindedir. Burada m,
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m, M,
m,+ M,
bagmtis1 ile belirlenen indirgenmis kiitledir.

m=

(VIL6.2)

Eger hidrojen atomu iiniform bir E elektrik alanina konulursa, bir potansiyel
enerji kazanir. Pertiirbasyon operatorii bu potansiyel enerjiye esittir ve

eH =V=—ed (VIL6.3)

geklinde yazilabilir. Burada ®, skaler elektrik potansiyelidir ve E elektrik alam
bu potansiyel cinsinden

E=—-y® (VI1.6.3a)
bagmtisi ile belirlenir. §imdi
d=—E.r (V11.6.4)

oldugunu farz edelim. Eger E alam uiniform ise, yani sdbit bir elektrik alani ise,
(VI1.6.4) bagintis1 ile verilen elektrik potansiyeli (VII.6.3a) bagintisini sajlar.
Gergekten, kartezyen koordinatlarda (V11.6.4) bagintisi,

¢=—-Ex—Ey—E:z
seklinde yazlabilir ve b&ylece

1) 00 R
9® _ g, 22__p, ~ —E
ax ay az
bulunur. Bu bagintilar1 kullanarak
09 dd R
VO = - e, + P e, + s e,=—Ee —~Ee —Ee=—E
elde edilir, yani, (VIL.6.3a) bagintis1 yeniden bulunur. Ote yandan, hidrojen a-
tomunu olusturan e, = 4 e yiikiine sdhip proton, e, = — e yiikiine sahip elek-

tronla birlikte bir D elektrik dipol momentini olusturur. Eger protonun yer vek-
téril r, ve elektronun yer vektdrii de r, ise, elektrik dipol momentinin tamimindan

D=er+ern=—e(—r) (VIL.6.5a)
bagintis1 bulunur. Elektronun protona gore izafi yer vektorii

r=r,—r,
bagintis1 ile verildiginden
D= —er (VI1.6.5b)
elde edilir. (VI1.6.4) bagmtist (VIL6.3) bagintisinda yerine yazlirsa
eH =V=er.E (VI1.6.6a)

bulunur. Ote yandan, (VIL6.5b) bagintis: (VII.6.6a) bagintisinda yerine yazilirsa
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gH =V=—D.E (VIL6.6b)

elde edilir. Bu son baginti, sabit (iiniform) E elektrik alaninin icerisinde bulunan
D elektrik dipol momentinin potansiyel enerjisinin ifadesidir. E elektrik alam,
sabit ofdugu igin, z koordinat ekseninin dogrultu ve yoniinde almabilir, yani
E,=E, =0, E, = F olmak iizere

E=Fe,
yazilabilir ve boylece (VII.6.6a) bagmntisinda yerine yazilarak
eH' =V=eEe,.r=eEz=eErcosh (VIL.6.7)

sonucuna variir, E yeteri kadar kiigitkse 0 < g « 1 sart1 gergeklenir.

Sabit bir E elektrik alaninmn igerisinde bulunan bir hidrojen atomunun enerji
seviyelerinin ve dolayisiyle de spektral gizgilerinin ayrilmasina STARK olayr adt
verilir. Once hidrojen atomunun temel hilde bulundugunu varsayahm. Temel
halde bulunan hidrojen atomunun E, = E® enerji dzdegeri soysuzlagmamigtir

ve pertiirbe olmamus ozfonksiyonu da w,,, dir. O hélde, birinci mertebeden
enerji pertiitbasyonu (VIIL.1.31a) bagintisina gore

Equ=55&=egfw%zwmd1 (VIL6.8)

integrali ile belirlenebilir Paragraf (111.20) deki bilgilere gore V4o 1N paritesi gift
ve z nin paritesi tek oldugu icin, bu integralin integrandimin paritesi tektir. O
halde, s6z konusu integral sifira esittir ve » = 1 temel hali igin hidrojen atomunda
birinci mertebeden STARK olay1 yoktur.

Simdi #n = 2 igin yani hidrojen atomunun birinci uyanlmis hili igin, birinci
mertebeden STARK olaymi inceleyelim. Birinci uyanlms hile ait E, = EO®
enerji ozdegeri dort kath soysuzlasmigtir. Gergekten, [ ve m kuvantum sayilar

d,m=00,0, 1,0, 1,1), d,-=1
degerlerini alabilir. (1.9.9) bafintilarina bakarak {L,, z] = O oldugu gériitiir. Bu
bagint1 (VIL.6.7) bagmusi ile karsilastiriicsa [L,, H'] = 0 elde edilir. (IV.4.3b)
bagintisina gbre, L operatdriiniin matris elemanlar1 (L), = #m, §,, seklinde

yazilabildigi igin, [L,, H’] komiitatdriiniin matris elemanlar asagidaki sekilde
hesaplanabilir :

L, H' Y= D (L) B — > His (L),

£ .5
=> him b, H— > Hishim,3,

=ﬁmkH!:n_ﬁmnH};n
= (mk = m,,) fi HI:n
bulunur. O hilde,
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[L,, H), = (m, — m) & Hi, = 0 (VIL6.93)
elde edilir ve bdylece

k#n i¢in: m_#m,, H; =0 % (VIL.6.9b)

k=n in: m,=m,, H,,#0

sonuglarina varilir. Ote yandan, H’ pertiirbasyon operatdriiniin matris elemanlari

Hmytymy = W2ty my s H Wap, my) (V11.6.10a)
skaler carpimi veya

H(’h Tms  m) = € Ef ‘l’%‘l[ m, Z Y3 Iy mta dT (VII.6.10b)

integrali ile hesaplanabilir. Bu integralin sifirdan farkh olabilmesi igin integrand:
¢ift pariteye sahip olmalidir, veyé z nin paritesi tek oldugu igin s, ., Ve W2 Is ms
fonksiyonfar: zit paritelere sdhip olmafidir. BSylece, (VII.6.10a) matris eleman-
larinin sifirdan farkh olabilmeleri igin /, # I, olmalidir ve (VI1.6.9b) bagmtisina
gbre de m, = m, olmahdir, Ote yandan,

(¢,my=(0,0), (1,0, 1,1, A,-1

seklindeki dort kuvantum hilinden yalmz ilk ikisine ait matris elemanlari 11,
ve m, = m, sartlarim bir arada saglayabilir. O halde, dért kath bir soysuzlas-
manin pertiirbasyon teorisi, iki kath bir soysuzlagmanin pertiirbasyon teorisine
indirgenir ve bu teorisiye ait matris elemanlari asapida siralanmistir :

Hiy = Hopyooy =0, Hiz = Hegyuo) = 0,

! ( , (VIL6.11)
Hiy = Hgpo # 0, Hj = H{g a0 =0,

(VIL6.11) ile verilen sonuglara bakarak, (VII.6.10b) bagintis1 ile verilen dort per-
tiirbasyon matris elemanindan ikisinin, yani Hi; ve H}, nin sifir oldugu gériiliir.
Voo V€ W, Ozfonksiyonlan reel olduklam igin, kalan matris elemanlari, yani
Hi, ve H3, esittir ve

eHi;=¢H; =e Ef V10 (T) r cO8B w0, d (VIL6.12)

integrali ile hesaplanabilir. Ote yandan, (I1.5.11) bagmmtisina bakarak
‘PZIO (l') = 'R21 (!’) YIO (9 3 (p)’ "I’Zoo (l') = Rzo (r) Yoo
oldugu bilindigine gére, (I1.5.18b,c) ve (1.21.17,18) bagintilarim kullanarak

1 rcosp _ _r
— ~— € 2ay
VaQayr 2a,

Yoo () =
(VIL.6.13)

2&!0

1 r —r
= 1 —
‘I“ZOO (r) ﬁ (2 30)312 ( 2 ao ) e
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elde edilir. (VI1.6.13) bagintilarini (VIL.6.12) bagintisinda yerlerine yazarak ve
kiiresel koordinatlarda d+ = r® dr sin® 40 d¢ oldugunu hatirlayarak

. 4
‘le—g @ fdfpfcoszﬁsmﬁdef ' (2———) ¢ dr  (VIL6.14)
aO
0

bulunur. Bu integralierde x = cos® ve u = rfa, degisken degigtirmeleri yapi-

lirsa, dx = — sin@ d8 ve dr = a, du oldugu igin
1 w©
¢ Hiy = ei;%f 2 dx fu"(Z —wedu (VL16.152)
_— 0

veya birinci integralin degerinin 2/3 oldugu dikkat ederek

E
e Hiy = 924‘%_ f e ut(2 — u)du (VIL.6.15b)
0

elde edilir. Ote yandan

[ =]

/e-“ wWdu=n!, n=0123,..
0

bagintisim1 kullanarak

e Ea,

g Hj, = (2.41—5D) meEa,(2—5)

veya
eH,=¢H; =—3ekEa, (VIL.6.16)

sonucuna variir,

Birinci mertebeden pertiirbasyonun ortadan kaldirdi iki kath soysuzlasma
hali igin, pertiirbe olmus enerji 6zdegerleri

e H, —(E,— E) e Hy>

=0 (VI1.6.17a)
4 Hél E Hg’; —_ (E“ —_— Eo)

seklindeki (VIL.3.2) bagintisi ile verilir. Ote yandan, (VIL.6.11) ve (VIL.6.16) bagm-
tiaria gore, (VIL6.17a) bagmtisi

-_ (En —_ EO) £ Hiz

(VIL6.17b)
£ H;;g -_ (.En - EG)

veya
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(E,—E)—¢H3=0 (VIL6.17c)
seklini alir, Buradan
E = E +eHi (VIL6.18)
Ez = Eo — £ Hfz

bulunur. # = 2 igin pertiirbe olmamug enetji dzdegeri

ez

E =E©® = —
0 2 8a,
oldugu icin, (VIL6.16) bagmtisimi kullanarak (VI1.6.18) bagmntilarindan
E = - -—‘iz-- —~3eFa,
84,
2 (VIL6.19)
E,=— v +3eEa,

()
sonuglarma varilir.

(VIL.7) KLASIK MEKANIKTE BiR ELEKTROMAGNETIK ALANIN ETKist
ALTINDA HAREKET EDEN ELEKTRIK YUKLU BiR PARCACIGA
AIT HAMILTON FONKSIYONU

Elektromagnetik alan, koordinatlarin ve zamanin fonksiyonlari olan E (r, ¢)
elektrik alami ve B (r, #) magnetik alanindan olusur. E ve B vektor alanlan

vxE+- 2B o, V.B=0 (VIL7.1a)
C a1

yxp_L 8E _d4z4 V.E=dnp  (VIL7.Ib)
< a? ¢

sekillerindeki MAXWELL denklemlerini saglarlar. Burada p (v, ¢) elektrik yiikii
yogunlugy ve J(x, t) elektrik akwmi yogunlugudur. v(r, ) elektrik yiiklerinin hiz
alani olduguna gore, J = p v dir. E ve B vektor alanlart, @ (r, r) skaler potan-
siyel alanina ve A(r, ¢} vektdr potansiyel alanina

E=—V¢-——1-—a—é—, B=V XA (VIL.7.2)

¢ dt

bagintilant ile baghdir. (VI.7.2) bagmntiart (VIL.7.1a) bagntilarin1 6zdes olarak
saglarlar. Gergekten, V X (V @) = 0 oldugu igin
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VxE=—-L 2 yxay=_1 2B

c 9t ¢ dt¢
bagintis1 ve V.(V X A) = 0 oldugu i¢in de V.B = 0 bagintis1 elde edilir.

E ve B elektromagnetik alanmm etkisi altinda v hiz1 ile hareket eden ve kiitlesi
m ve elektrik yiikii e olan bir elektrona etki eden LORENTZ kuvveti

=e(E+—£-v><B)
¢

seklindedir,. LORENTZ kuvveti,

dv
= ——— Y} =nm —
() dt
seklindeki NEWTON hareket kanununda yerine yazilirsa
mi (E +lvx B) (VIL7.3)
dt ¢

bagmtisi elde edilir. Bu bagnti, elektrik yiiklii bir pargacigm, Srnegin bir elekiro-
nun bir elektromagnetik alan igerisindeki kldsik hareket denklemidir. LORENTZ
kuvveti, B magnetik alanmmn etkisinden &tiirti hiza bagh oldugu igin, bir potan-
siyel enerji fonksiyonundan tiiretilemez ve dolayisiyle SCHRODINGER denk-
lemi LORENTZ kuvveti i¢in buraya kadar kullandifimiz sekilde yazilamaz. Bu
sebepten otiiri, SCHRODINGER denkleminin LORENTZ kuvveti igin uygun
bir genellestirilmesinin yaptlmast gerekir. Bu maksatla kldsik mekanikteki
HAMILTON fonksiyonunun LORENTZ kuvveti i¢in genellestirilmis sekli bulun-
malidir. Ancak bu yapildiktan sonra kuvantum mekaniginde buna kargsilik olan
HAMILTON operatorii ve bdylece genellestiritmis SCHRODINGER denklemi
bulunabilir.

Eger yiiklii parcacifa ait r yer vekt6riniin kartezyen bilesenleri x, , x,, x,
ve v hiz vektoriiniin bilegenleri de v, , v, , v, ise, bu pargacia ait LAGRANGE
fonksiyonu

L=L(x,v;t)=L{,v;t)
seklinde olur. Buna gore (VIL.7.3) hareket denklemi, (1.1C.5) sayilt

d (9L aL .
— =, i=1,2,3 11.7.4
z (av‘) - ( ) (VIL7.4)

bagmntisi ile verilen LAGRANGE denklemleri seklinde yazilabilir. Simdi (VIL.7.3)
denkleminin (VIL.7.4) denkleminin ayni olabilmesi icin L(r,v ;) LAGRANGE
fonksiyonunun agik ifadesini belirleyecegiz. Bu maksatla

VE A =vXVXAFAXVXYV+.VA+A. V)Y
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Ozdesligini kullanacagiz. L (r, v; #) fonksiyonunda r ve v nin bilegenleri bagimsiz
degiskenler oldugu igin

AX(VXxvnN=0, A.V)y=0
olmahdir. O hélde, yukardaki 6zdeslik

VVv.A)=v X (VXA +F.VA (VIL.7.5)
seklini alir. (VII.7.2) bagintilar1 (VII.7.3) bagintisinda yerlerine yazilirsa
dv e [9A
m— =—eVP— — |—— —v X (VXA
dt ¢ [ at ¢ )]

bulunur. Bu bagintida (VII.7.5) 6zdesliginden elde edilen
— ¥V X(VXA=F(.A—-V(¥v.A)

ifddesi yerine yazilirsa

m A _eve_L [__3A —}-(V.V)A] + £ vw.A) (VIL7.6)
dt c | ¢ c
elde edilir. Ote yandan, v = dr/dt olmak {izere,
dA _3A L v.v)A (VIL7.7)
dt 9t

yazilabilir. (VIL7.7) bagmntisinin her iki yani e/c ile garpildiktan sonra (VIL7.6)
bagmusi ile taraf tarafa toplanirsa

__d_(mv_].iA)z—-eV@-!— £ V(.A) (VIL7.8)
dt ¢ ¢

bulunur. Ayrica

e 2 e e e

v mv-l———A) —— A =V(mMV+2m—v.A|=2m —V(v.A)
¢ c? c c

islemleri yapilirsa

2z 2
__I_V[(mv+i A) _£ Az]=i V(. A) (VIL7.9)
2m ¢ c? ¢

Ozdesligi elde edilir. (VIL.7.9) bagmntist (VIL7.8) bagmtisinda yerine yazilirsa

2
v+ LA v L v+ LAY - £ 2 col—0(viL7.10)
dt ¢ 2m ¢ 2mc?

bulunur. Ote yandan, (I.1C.7) bagmtisina gére
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L, (=123 (VIL7.11)
d v
oldugu igin, (VIL.7.4) bagintisindan
dp, 3L _ ’ (i=1,273)
dt 3 X;
bulunur. O hilde LAGRANGE denklemleri,
AP _vri—o (VIL7.12)
dt

seklindeki bir vektorel bagint1 olarak yazlabilir. (VIL.7.10) ve (VIL.7.12) baginti-
larinin 6zdes olabilmesi igin LAGRANGE fonksiyonu

1 e . \? e?
L=——nmv+ — A) — A2 — e @ (VIL.7.13a)
2m c 2m ¢?
bagintist ile ve p momentumu da
p=mv+ —A (VIL.7.142)
¢

bagintisi ile belirlenmelidir. Son olarak (VI1.7.13a) ve (VIL.7.14a) bagintilarinin
(VIL.7.11) bagmntis: ile tutarh olup olmadiklarim arastiralim. Siiphesiz (VIL.7.13a)
bagintist

1 e *
L=7mv3+_v.Ahe¢ (VIL7.13b)
¢
veyd
| 3 3
Lm—z-mzvariZ A.v,—e® (VIL7.13c)
¢
im1 jm=1
seklinde de yazilabilir. (VII.7.13c) bagintis1 (VIL.7.11) bagmtisinda yerine yazilirsa
L
oV C

bulunur. (VIL.7.14b) bagintisinin vektdrel sekli (VII.7.14a) bagintisidir.
Simdi eger (VIL.7.14a) bagintist (VIL.7.13a) bagintisinda yerine yazilirsa

1 2
_ _2_( o Az) —ed (VIL7.15)
m C

bagmmtis1 bulunur. Ote yandan HAMILTON fonksiyonu, (I.1D.1) sayih
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H=p.v— L (VIL.7.16)

bagmtis: ile LAGRANGE fonksiyonu cinsinden belirlenir. Ayrica, (VIL.7.14a)
bagintistndan v hiza

v= L (p £ A) (VI1.7.14c)
m C
seklinde ¢ozillebiliv ve bdylece
p.v=__1_(2p2—2-f_p.A) (VIL7.17)
2m c

bulunur. (VIL.7.15) ve (VIL.7.17) bagmntidart (VII.7.16) bagintisinda yerlerine ya-
zilirsa

He 2 (p—2fp.a+% 22)1eo
2m c c?
veya
1 e 2
H=H(p,r;t)=—-——(p————A) +e® (VIL.7.18)
2m c

sonucuna varilir. Goriiliiyor ki, HAMILTON fonksiyonu, (VIL.7.14¢) bagintisim
g6z Oniinde bulundurarak,

H= —21-—- mv+ed (VIL7.19)

seklinde de yazlabilir. (VII.7.14a) bagintisina gdre p, toplam momentumu gos-
termektedir ve m v momentumu ile e/c ile carpilmiy A vektér potansiyelinin

. s € .
toplamudir. Bazen m v ye kinetik momentum ve — A ya da potansiyel momen-
¢

tum adi verilir. (VIL.7.19) bagintisinda H, (VIIL.7.14a) badintisina benzer gekilde,
my?[2 kinetik enerjisi ile e @ potansiyel enerjisinin toplamidir ve boylece toplam
enerjiyi gdstermektedir.

(VIL8) BiR ELEKTROMAGNETIK ALAN iCERISINDE BULUNAN ELEK-
TRIK YUKLU BIR PARCACIGA AIT SCHRODINGER DENKLEMI

Bir elektromagnetik alan igerisinde bulunan elektrik yiiklii bir pargaciga ait
HAMILTON operatérii, (VIL7.18) bagntisinda p yerine

=ty (VIL8.1)

H
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momentum operatdriinit yazarak elde edilir. Boylece, bir elektromagnetik alan
igerisinde bulunan elektrik yiiklii bir pargaciga ait zamana baglh olmayan SCHRO-
DINGER denklemi

2m c

2
Hw=—1—(p—i A) y+edy=Ey (VIL8.2)

scklindedir. Siiphesiz bu denklemde p ve A vektdr operatorleri skaler ¢arpima
gore komiitatif degildir. O hilde,

2
(pu_f—'_A) =p2_-e—(p.A—l—A.p)—|—fzz—A2 (VILS.3)
[ [

c

bulunur. Eger (VII.8.1) bagintis1 bu bagintida yerine yazihrsa, (VII.8.2) denkle-
minin sol yani

eh
V.(A A.V
2z'mc[ @ v+ i+ 2mc?

Aty + edy
(V1L.8.4)

H2
Hy=———Viy-—
Zm

seklini alir. Ote yandan bu bagintida,

V.Ay=A.Vy+(V.A)vy (V11.8.5)
Szdesligi kullamilirsa (VIL.8.2) SCHRODINGER denklemi daha acik bir sekilde
yazilabilir :

7 e i e i 2
iy + A v+ v Ay + E
2m mece 2mce 2mc?

Ay +edy=Ey

(VIL8.6)

Siiphesiz (VI1.8.1) bagmtis1 (VIL.8.5) Szdesliinde yerine yazilirsa, y nin keyfi
oldugu g6z 6niinde bulundurularak, p. A ile A.p arasinda

p.A=A.p+ - (v.A (VILS.7)
i

bagintis1 bulunur.
Uniform bir B magnetik alan1 ve r yer vektorii igin bilinen
VXBXD=(.)B~V.Br+(r.V)B—-—B.Vr

ozdegligini yazalim. Uniform magnetik alanin tanimina gére B vektorii sabittir
ve V.B =0 MAXWELL denklemini &zdes olarak saglar. Ayrica,

V.r=23, r.V)B=0, B.V)r=B
oldugu igin
VXBXxr)y=3B—B=2B

veya
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B=V x (—;:- B x r) (VI1.8.8a)

Szdesligi bulunur, Ote yandan, (VIL7.2) bagntiarindan ikincisine gére
B=V XA
oldugu icin, (VII.8.82) bagmtist ile karsilastirarak
1
A= Y BXr (VIL.8.8b)

sonucuna varilir, (VIL.8.8b) bagintisi, B {iniform magnetik alanina ait A vektor
potansivelini belirlemektedir. Simdi de

2V. A=V.Bxrmr. (Y XxB)—B.(V Xr)
Ozdegligini yazahm. B vektoril sibit oldugu icin ¥V X B =0 dir. Ayrica V X r=0
oldugu igin,

V.A=0 (VI1.8.8¢c)
sonucuna varir, (VIL.8.6) denkieminin sol yamndaki ikinci terimde (VIL.8.8b)
bagintis: yerine yazlirsa

iek ieh ieh

A.Vy= BXr).Vym ——B.(r XxXVy)
mce 2me 2me

elde edilir. Bu bagmtida yoriinge agisal momentumunun
L=rxp= i rxXV
I
seklindeki ifadesi yerine yazihirsa
ie fi
me

bulunur. (VIL8.9) ve (VIL.8.8b,c) bagmtiar (VII.8.6) denkleminde yerierine ya-
zilirsa

A.V\;;:—-—i-:;B.L\p (VIL8.9)

ﬁz

—— Ty
2m: M 2me

e

B.Lw-}-—ez—w(er)zw—}-ebe:Ew (VIL.8.10)
8mc?

sonucuna varihr. (VIL8.10) denkleminin sol yaninda magnetik alamin etkisinin
oldugu terimler, ikinci ve iigincii terimlerdir. Ikinci terimdeki operatdr, sibit
B magnetik alaminm igerisinde bulunan g magnetik dipol momentinin — @ .B
seklindeki potansiyel enerjisidir. O hélde, yiiklii parcacifin ybriinge bareketinden
Stiirii sahip oldugu magnetik dipol moment

e

L {(VIL.3.1D
2mc

u:
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vektSr operatorii ile belirlenir. Eger sibit B magnetik alani z koordinat ekseni-
nin dogrultu ve yoniinde aliursa, B, = B, = 0, B, = B olmak {izere

B=RBe,
yazilabilir ve bdylece (VIL.8.10) denkleminin sol yanindaki ikinci terim

e

Be, Ly=——-BLy  (VI13.12)

— . By = —
B v 2mce 2mc

seklini ahr. (VII.8.10) denkleminin sol yanindaki iiglincii terim ise,

2

Bife, X 1Py =
8mc? & Xy 8mc?

B 12 sin? @ y (VIL.8.13)

seklinde yazilabilir ve eger B magnetik alam ¢ok bilyiik degilse B? yi ihtiva eden
bu terim Obiir terimlerin yaninda ihmal edilebilir.

(VIL9) HIDROJEN ATOMU ICIN NORMAL ZEEMAN OLAYI

Simdi B tniform magnetik alanimn igerisinde bulunan bir hidrojen atomu-
nu géz Oniine alalm.

H=HO 4 ¢ H' (VIL9.1)
olmak iizere (VIL.8.10) SCHRODINGER denklemi
Hy=Ey (VIL.9.2)
seklinde yazilabilir. Hidrojen atomu igin e® yerine — ¢*/r alarak
Ho = _ P o _ & (VIL9.3)
2m r

oldugunu biliyoruz. Ote yandan, magnetik alanin etkisini belirleyen terim

e

e ' = — BL, (VIL.9.4a)

2mc

dir. Bu terime DIRAC dalga denkleminin rolativistik olmayan yaklagik sekli igin
elde edilen ve elektronun i¢ magnetik momentini ihtiva eden terim eklenince

e eh

g H = ~ BL — Bo 11.9.4b
2me * 2me £ v )
bulunur.
|
Sz = '-5- ﬁ G:

oldugu icin (VIL.9.4b) bagmmtismndan



HIDROJEN ATOMU ICIN NORMAL ZEEMAN OLAYI x 331

eH = — —— B(L, + 25, (VIL94c)
2me

elde edilir.
Hidrojen atomu igin, B = § &zel hilinde
HO® y = Eff) 1 (VIL.9.5)

seklindeki zamana bagli olmayan SCHRODINGER denklemi saglanir. Burada
EO enerji dzdegerleri

ez

Ef,°)= — S (VI1.9.6)
bagmntis1 ile ve y Szfonksiyonlar: da
V= Yoty (72 0, @) Wom, = Rot(r) Yimy Yom, (VIL9.7)
bagintist ile verilir. Ote yandan,
L Yyy=0tm Yy, |m|=l (VIL.9.8)
ve
S Komg =AM A s (M| =1/2 (VIL9.9)
bagintilarindan &tiirii, (VI1.9.7) bagmtisindan
Ly=tmy (VIL.9.10)
ve
S,y=hamy (VIL9.11)
bagintilar: elde edilir. (I.13.3) bagntisina gére (VII.9.3) bagintisi
HO® = 2 + L - e_2 (VIL.9.3a)
2m 2mr* r
seklinde de yazilabilir. Ayrica
m,r]=0 L=" 9  ,p_ _ﬁz(i+£ i)
i 80 g ar? r or

bagintilarim: hatirlayarak
[L,,H®) =0, [S,, H®] =0
veyd (VI1.9.4¢c) bagintisina bakarak
e[H' ,H®] =0

elde edilir. £ H' ve H® operatorleri komiitatif olduklarindan, ortak &zfonksi-
yonlara sahiptirler. O hilde, (VIL.9.1), (VIL.9.2) ve (VIL9.5) bagmntilarina gore
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[H,HO]1=0; HOy=EOy, Hy=Ey
veyi
(HO L+ e H)Yy = Ey
veya
EOy+eH y=Ey (VIL.9.12)

elde edilir. Ote yandan, (VIL.9.10.11) bagmtilar: (VIL.9.4c) bagntisinda yerlerine
yazilirsa,

eH y=— e B(m; + 2m) vy (VI1.9.13)
2mce
ve boylece (VII.9.12) bagmntisindan

E=E®— A B(m, + 2m) (VIL9.14)

2me

sonucuna varithr. Burada 2m, = 4- 1 dir.
by = 2 (VIL9.15)

2mc

biiyiikliigii magnetik moment birimi olarak kullanihir ve bu birime atom fiziginde
BOHR magnetonu adi verilir. (VII.9.14) bagintisi BOHR magnetonu cinsinden

E=E® —y B(m, + 2m,) (VIL9.142)

seklinde yazilabilir. |m,| = ! oldugu igin (VIL9.14a) bagintisina gére m, kuvan-
tum sayisi ile ilgili olan soysuzlagmis enerji seviyeleri magnetik alan tarafindan
2! + 1 farkl: bilesene ayrilir. Bu bilegenler enerji birimi cinsinden esit aralikhdir.
! her zaman tamsay1 oldugu igin, 2/ 4 1 bilesen sayis1 tektir. Fakat 2m = + 1
oldugu igin, bilesen sayist bazen ¢ift olabilir ve bu durum deneylerde gézlenmistir.

2m, = + 1 oldugu i¢in, (VIL.9.14a) bagmtisindan spektroskopik ¢izgileri
veren enerji farklan igin

AE= —p,BAm, (VIL.9.16)
elde edilir. (EK. 1) deki se¢im kurallarma gore
Amy= =+ 1, Am, =0
oldugu icin,
AE= &y, B, AE=0 (VIL.9.16a)

sonuglarina varilir, O halde, hidrojen atomuna ait B = 0 igin elde edilen bir
spektroskopik ¢izgi, B 0 igin magnetik alanmin etkisi ile {i¢ ¢izgiye ayrilir. De-
neylerle de dogrulanan bu olaya, normal ZEEMAN olayr adi verilir.
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(VIL.9.142) bagintisinda magnetik alanin etkisini goésteren ek terimler bir
p magnetik momentinin gdstermektedir. Bu magnetik moment.

B=H -+ K (VI1.9.17a)

seklinde iki ayn magnetik momentin toplamidir. Birincisi elektronun ySriinge
agisal momentumundan &tiirii,

B = [ty M (VIL9.17b)

yoriinge magnetik momentidir. Obiirii de elektronun spin ac¢isal momentumun-
dan &tiiri,
By = 24, Mg = 4 g (VIL.9.17¢c)

spin veyd i¢ magnetik momentidir, DIRAC denkleminin aractligi ile elde edilen
(VIL9.17c) bagintisina gore, elektronun i¢ magnetik momenti 1 BOHR magne-
tonu biiyiikliigiindedir ve deneylere uymaktadir (VII.9.17b) bafintisina gore,
yoriinge magnetik momentinin yoriinge acisal momentumuna oram

L B (VIL9.18)
my
ve (VI1.9.17c) bagintisina gére de, spin magnetik momentinin spin agisal momen-
tumuna orani

Hs _ o Mo (VI1.9.19)

m,

dir. Sonucu oran, dncekinin iki katidir, Bu sonug bazen “spin magnetik momen-
tinin kural disi olusu™ seklinde ifdde edilir,

(VIL16) ANORMAL ZEEMAN OLAYI

Pertiirbasyon metodunun en basit 6érneklerinden biri, {iniform bir magnetik
alanin icerisinde bulunan bir atomun enerji seviyelerinde bu alanm olusturdugu
birinci mertebeden degismenin hesabidir. Bir hidrojen atomuna ait ZEEMAN
olay: bir Onceki paragrafta incelendi. Bu 6zel halde pertiirbasyon teorisini uygula-
mak gereksiz oldugu i¢in uygulanmadi. Simdi genel hilde herhangi bir atom igin
problemi ¢dzecegiz.

Once magnetik alanin mevcut olmadift hal igin hareket sibitlerini veya
yaklasik olarak hareket sibiti olan biiyiikliikleri aragtiralim. Atomun toplam J
agisal momentumu kesinlikle bir hareket sabitidir. Toplam J agisal momentumu,
toplam L yoriinge agisal momentumu ile toplam S spin a¢isal momentumunun
toplamdar:

J=L4+S (VIL10.1)
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Atomdaki Z adet elektrondan her birinin ydriinge agisal momentumu L, oldu-
guna gdre toplam ydriinge agisal momentumu

Z
L=>1L, (VI1.10.2)
k=1

bagintisi ile verilir. Benzer sekilde, atomdaki Z adet elektrondan her birinin spin
agisai momentumu S, oldufuna gére toplam spin agisal momentumu da

Zz
S = Z S, (VIL10.3)

k=1

bagintist ile verilir. Spin magnetik momentlerinin elektronlarin hareketi lizerin-
deki etkisi, COULOMB kuvvetlerinin etkisine kiyasla kiigiiktiir ve ilk yaklagik-
bkta ihmal edilebilir. Bu yaklasikhga gére, her bir elektronun spin agisal momen-
tumu bir hareket sabitidir, ¢iinkii bunlarin dogrultularimt degigtirebilecek hichir
kuvvet yoktur. Boylece S, ve dolayisiyle L birer hareket sabitidir. Eger H® per-
tiirbe olmamiy HAMILTON operatdrii, problem VI.1. de oldugu gibi, f(*) L. S
seklinde bir spin-ydriinge enerjisi terimi ihtiva ediyorsa L ve S artik hareket si-
bitleri degillerdir. Fakat I? ve S? gene hareket sabitleridir.

Pertiirbe olmamis bir sistem olarak disiiniilen bir atoma B = Be, tiniform
magnetik alan1 uygulanirsa, pertiirbe olmus HAMILTON operatorii

H=H" 4 ¢ H (VI1.10.4)
seklindedir ve pertiirbasyon operatdrii hidrojen atomonunkine benzer gsekilde

e

eH = — B(L,+25)=—-—>"B(@, +5) (VIL10.5)
2me

2mce

bagintis ile verilir. Genel hilde J, bir hareket sdbiti oldugu hilde, L, ve S,
hareket sdbitleri degillerdir. Bu sebepten &tiirli, S, nin hareket sabitleri cinsin-
den ifade edilmesi gerekir.

JS =85J (VI1.10.6)
oldugu igin,

S I=85,02+J24J2)
=J (S, J,+S,J,+8,7)+
+ (8,0, — L, S I, + (S, J,—J, S)J,
bagintist dogrudur. Bu bagmiz

S, P=J8.5)+0, (VIL10.7)
seklinde de yazlabilir. (VIL.10.7) bagmntisinda Q,
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Q,=(S,J, —J,S)J. +(S,J,—J,5)J,

veya
Q,=(S,J,—J,8)J,—,S,—S,J)J, (VIL.10.8)
bagintis1 ile tamimlanmigtir. Eger
r.=8,J,—-J,5, (VIL.10.9a)
r,=J:S5,—5,J, (VIL.10.9b)
tanimlan yapilirsa, (VII.10.8) bagmtist
Q, =L, J,—T,J, (VIL.10.10)
seklinde yazilabilir. (VIL.10.10) bagintis1
Q=T xJ (VIL.10.11)

vektorel bagintis: ile tanimlanan Q vektér operatériiniin z bilesenini ifade et-
mektedir. Ote yandan, (VI1.10.9a,b) bagmntilarmnda (VII.10.1) bagintisina bakarak

Je=L,+S,, J,=L +S5,, J.=L +85,

yazilirsa
T,=5,,+S)—(L+5)S,
= +5)s,—35,(L,+S,)
veya
r,=L,5§—L,S, (VI1.10.12a)
I'=L,S,—L,S, (VIL.10.12b)
ve benzer sekilde
=L, §,—L,S, (VIL.10.12¢)
bagintilar1 bulunur. (VIL.10.12.a,b,c) bagmtilan
I'=sL xS (VIL.10.13)

vektorel bagintisina egdegerdir.
Ote yandan, L. S = S . L oldugu igin
L.S+8=8S.L48
L+S).S=S.(L+8S)
veya
J.§=8.7J (VIL10.14)

sonucuna varthir, Bu bagintiyr kullanarak
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L=J-—8S
bagmtisiun her iki yammn skaler karesi alinirsa
P=J—-8=J"+8-28.7

veya

S.J= % J? — L% 4 8?%) (VIL.10.15)

bagintis1 bulunur. (VI1.10.7) bagintisindan, v, J? nin 6zfonksiyonu olmak iizere
SPy=JS.Ny+0,v
bagints: elde edilir ve (VII.10.15) bagintis1 bu bagintida yerine yazlirsa

1
SPy= L@ -+ Sy + 0,y (VIL.10.16)

bagintisi elde edilir. Kendi aralarinda komiitatif olan J_,J?,L? ve S® opera-
térleri hareket sibitleri olduklarindan, (VII.10.4) bagntist ile verilen H HA-
MILTON operatorit ile ortak 6zfonksiyonlara sihiptirler. O hilde,

Hy=Ey

olmak iizere,

Jy=hmy, Py=#rj+Dy (VI1.10.17)
ve

LRy=rI{+1Dy, Sy=ms@E+ Dy (VIL.10.18)

bagintilart elde edilir. m;,/,! ve s kuvantum sayilan arasinda

—~j=m=j, |-s|=jsi+s (VIL10.19)
bagmtilara vardir. (VIL10.17,18) bagmntiar: (VIL1.10.16) baZmtisinda yerlerine

yazilirsa

RjG+1) S, y = %ﬁ G+ =10+ D) +s6+ Dy +0,v

veyd
fim; ere O, v
W=—"—[j(j+ DI+ D+ s+ Dy + —2—
2j(j+ 1D #j(j+1)
(VIL.10.20)
bulunur, LANDE ¢arpam ad1 verilen
i+ D -1+ 1
g=1+ JG+D =10+ D+ s(s+ 1) (VIL10.21)

2jG+1)
boyutsuz bilyiikliigii tammmlamirsa (VII.10.20) bagintist
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Q. v
2j(j+ 1)
seklini alir. Bu bagmt: (VII.10.17) bagintilarindan birincisi ile taraf tarafa topla-
nirsa

S,y=fm@Eg—Dy+ (VIL.10.20a)

0. v
J,+S)y=bmgy+ —"2"~— (VIL.10.22
; ! Bi(i+1) ‘
bagmtist bulunur. Bu sonug¢ (VIL.10.5) bagmtisinda
e _ M
2mc #
yazarak elde edilen
eH'y= -%B(Jﬂrsz)w
bagmtisinda yerine yazlirsa,
’ uo B Q y
eH y=—p, Bmgy — ——2" (V11.10.23)
0o 5]+ 1)
sonucuna varilir. y = Yim, temsiline gbre enerji pertiirbasyonlar,
AE=E—EO= aH,m  imy (VI1.10.29)
sekhndedlr (VI1.10.23) bagintisa (VII.10.24) bagintisinda yerine yazilirsa
' u, B
AE=¢(y , H =—pW,Bmg——20"—
(v,H V) o By g ﬁ3(+1)("’ » 0 ¥)
veyd
AE=—p,Bm;g — __HB (Q)my,1m (VIIt10.25)
i+ 1) 7

bulunur. EK.1 deki segim kurallarina gére, ancak
Amy=mj —my= =% 1, Am;=0; Aj=j —j==1
oldugu zaman,
(Qymf . ym# 0

seklinde sifirdan farkh matris elemanlar1 elde edilebilir. Boylece, j/ =j ve
my = my igin

() my,jmy =0 (VIL.10.26)
olmas: gerekir. O halde, (VII.10.25,26) bagmntilarindan
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AE=—y Bmg (VIL.10.27)

sonucuna variir. Bu sonug, B magnetik alanmi zayif oldugu zaman, yini ¢ H’ per-
tiirbasyon terimi spin-y6riinge enerjisi teriminden gok daha kiigiik oldugu zaman
dogrudur.

Anormal ZEEMAN olaymn formiilleri, s = 0 veyd g = 1 ile belirlenen sing-
let haller i¢in norrmal ZEEMAN olayimnm formiillerine d&niigiir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VIL1.
| 0
H=1] 2«8 24+¢ 3¢ , D<exl
0 3 3+2
matrisinin zdegerlerini ve 6zvektorlerini kiigiik ¢ parametresine gore ikinci mer-

tebeye kadar hesaplayintiz. H matrisinin dzdegerlerini bir kez de tam olarak he-
saplaymiz ve g a gbre seriye aginiz, BOylece, ikinci mertebeden 6zvektorleri

® ©)
£ — (YO, H y©)
n (WE:O) , WE'O))

bagmtisinda yerine yazarak, ozdegerlerin ligiincii mertebeye kadar elde edilebi-
lecegini gdsteriniz.

VIL2.
1 ¢ O
H=| ¢ 1 ¢
0 ¢ 2

matrisinin birinci mertebeden Szvektorlerini bulunuz. Bu 6zvektérleri kullanarak
H matrisinin ikinci mertebeden Ozdegerlerini hesaplayimz.

VIL3. HAMILTON operatérii
P’ 1
H=—J —mau?*x?
2m 2
bagintist ile verilen lineer harmonik osilatériin
eH =c¢hwa*xt

seklindeki bir pertiirbasyon i¢in enerji 6zdegerlerini ¢ parametresine gére ikinck
mertebeye kadar hesaplaymiz. Burada o? = mw/# dir.
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SONUC :

E’l
fiw

2

=n—|——;-+%z(n2—i—n+%)——%(34n3+51n2+59n+21).

VIL.4. Bir atoma ait

Z

Q=Zef":r:

§=]

bagmtis1 ile verilen kuvadrupol moment tansdriiniin kartezyen alti bagimsiz bi-

legeni
Qu=20%  Q,=Dek, Q.=

i i £

Qyzzzeiyizi’ Q:x=zefzfxf’ Qxy=zefxfy:

i i i

sekl ndedir. Bu alti bilesenin

Qm=Zeir‘?Y2m(9,,(pi), m=0,+ 1, + 2

i

- -S_ 2

T= ) ¢r,
i

bagintilan ile verilen alt1 bilylikligiin lineer kombinezonlarr oldugunu gosteriniz.
Burada (x;,y,,2) ve (r;,6;,9,), 1 ninci elektrona ait kartezyen ve kiiresel
koordinatlardir.

VILS. J, =J, +iJ, ve J_=J —iJ, olmak lizere bir dnceki problemde
tammlanan bes O, biiyikligiiniin J,,J_ ve J, operatorleni ile olan komiita-
torlerinin

Ve, 0, 1=4Y2—m@+mQ,.,
V_,0,1=h/C+m(3—mQ,.,
V,, Q0 =tmQ,

bagintilars ile verildigini ispatlayimz.

Yol gosterme : Problem VIL4, teki kiiresel harmoniklerin (x,, y;, z;) cinsinden
ifadelerini bulunuz ve EK.1 de V vektSr operatorii i¢in ispatlanan



340 x PERTURBASYON TEORISi

V.,v.]1=0 V. V,]=48V,, V_,V.)=—24V,
Wy Vi=—8V,, V., V,]=9, V., V,]=haV_
V., Vi=2aV_, ., V}=—4aV_, V_,V_.]=0

bagintilarin kullaniniz.

VIL.6. @ potansiyel fonksiyonundan tiireyen bir statik elektrik alaninda bulu-
nan ¢, elektrik yiiklerinden olusan bir sistemin elektrostatik potansiyel enerjisi

V=Ze,-(b(ri)

badintisi ile verilir. Eger elektrik alani yiikleri ihtiva eden hacim igerisinde yavas
degisiyorsa, ® potansiyel fonksiyonu

OE) =®©) + [r,. VOO0 + % [, V) @ (Oleo + -

seklinde seriye agilabilir. Bu agihmdan

.,_Ze(I)(O) D.E+ - ZQ“B(af(abx) L
g /r=0

bagmtismin bulunabilecefini gésteriniz. Burada D elektrik dipol momentidir ve

Q»xa = z €; Xia Xip
i
elektrik kuvadrupol momenti tansériidiir, Q nun bilesenlerin problem VIL.4. te
tanimlanan Q,, bilesenleri cinsinden ifade ediniz ve T nin potansiyel enerjiye
hicbir katkisinin olmadigini gdsteriniz.

VIL7. Bir 6nceki problemde ¢ikarilan elektrostatik potansiyel enerjinin ifade-
sini kullanarak, bir yiiklii parcaciklar sisteminin bir zayif elektrik alanmin igeri-
sinde bulundugu zaman, enerji seviyelerindeki birinci mertebeden kaymay: he-
saplaymiz.

VII.8. (u,/, M) kuvantum haline ait pertiirbe olmamis "{"S?M dzfonksiyonu igin
kuvadrupol etkilegsme pertiirbasyon enerjisinin kdsegen matris elemanlarinin

1 /8%D o
— IM3 — 1
4 ( 9x3 ).,_o JQJ—=1) PM? =76+ Dl

seklinde oldugunu gésteriniz. Burada Q,

0=(v0. 2 aBxh ~ ) v9,)
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bagintisi ile verilmistir. Kuvadrupol enerjinin o« kuvantum sayilarina sidece,
sistemin kuvadrupol momenti ad1 verilen Q bilyiikliiginiin aracihf ile bagh ol-
duguna dikkat ediniz. Yukardaki bagintinin elektrik alanina nigin sidece

(82 CD/axg)ﬂ-O

tiirevinin aracilif ile bagh oldugunun fiziksel sebebini agtklaymiz.

VIL9, Helyum atomuna ajt ayagidaki F,, ve G, matris elemanlarim hesapla-
ymiz ve verilen sonuglart bulunuz.

4 Z & 2 Z
F 1928 '}‘_ : * Glszs = a
81 2a, 3 2a,
118 Z ¢ G 7.25 Z ¢

120 7934 2q, WP T T3 2g




EK. 1

SEGIM
KURALLARI

(EK.1.1) BiR VEKTORUN, BAGLI BULUNDUGU REFERANS SISTEMI-
NIN DONMESI ILE ILGILi OLARAK DEGISIMI

Bir referans sistemini
e!.ek =6fk (EK.II.])

ortonormallik sartlarint saglayan e, taban vektorlerinin aracilifi ile belirieyebi-
liriz. Bu taban vektdrlerinin zamana gore tiirevi, gene bu vektdrlerin lineer toplami
olarak yazilabilir :

6 =9 _p e (EX.1.1.2)
dt

Burada ve EK.1 in her yerinde, & tekrarlayan indisine gbre, EINSTEIN toplama
kurali kullanilmistir, Yani,

3
b,‘l el + \6,‘2 ez + bf3 e3 - z bl'k ek = bfk ek (EK‘I'l'za)
k=1

bagimtisi gegerlidir. (EK.1.1.2) bagntisindaki k toplama indisi s ile degistirildik-
ten sonra elde edilen

éi = b, e,
bagintisinin her iki yam e, ile skaler olarak carpilirsa
1.3,, .e, =be,.e, = b0, =b,
veya
by = ¢ - ¢ (EK.1.1.3)

sonucuna varilir. Ote yandan, (EK.1.1.1) bagmtisimin her iki yanimin zamana
gore tlirevi alimirsa

342
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€ .e +¢.e; =0 (EK.1.1.4)
bulunur. Eger (EK.1.1.3) bagintilar1 (EK.1.1.4) bagintilarinda yerlerine yazilirsa
by + b, =0 (EK.1.1.5)

bulunur. Yani, b, katsayilar: ikinci mertebeden antisimetrik bir tansériin bile-
senleridir. b, antisimetrik tansériine diial olan vektér, ¢,, LEVI-CIVITA tan-

soriinii kutlanarak
1
C!)‘- e "‘2— E“rd bkf (EK.1.1.6)

bagintist ile tanmmlanir. $liphesiz o, vektdriine diial olan b, antisimetrik tan-
sorit de, (EK.1.1.6) bagintisindan ¢dziilebilir ve

bl'k _— Efkf (!)}I (EK.1.168.)
bagntis: ile belirlenir.
W = ;& (EK.1.1.7)

vektoriine, referans sisteminin veya bu sisteme bagl: olan bir katt cismin gni dénme
vektorii adi verilir. Eger n, w vektdriinlin dogrultu ve yOniindeki bir birim vektor
ise, ® = | w | olmak iizere

@W=@®n (EK.1.1.8)

yazilabilir. m birim vekt6riiniin belirledifi eksene, dni donme ekseni adi verilir.
Bu ini dénme ekseni etrafinda referans sisteminin agisal hiz

do

0)=9=7£— (EK.1.1.9)
dir. n vektoriiniin bilegenleri n; ise,
n=ne, (EK.1.1.10)
yazilabilir. Ote yandan, », bilegenleri,
n.n=unrmn-=1 (EK.1.1.11)

bagintisini gerceklerler. (EK.1.1.10) bagintisi (EK.1.1.18) bagintisinda yerine ya-
zilir ve elde edilen sonug (EK.1.1.7) bagmntis1 ile karsilagtirihirsa

o)fza)n,.zén, (EK.1.1.12)
bulunur. Ayrica, (EK.1.1.9) bagintisi (EK.1.1.8) bagintisinda yerine yazlirsa
do
= —— R (EK.1.1.93.)
dt

elde edilir.
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Simdi referans sistemine bagl olan bir V vektoriiniin veya vektdr operatérii-
niin, referans sisteminin dénmesi ile ilgili olarak degisimini hesaplayahim. V vek-
tériz, bilesenlerinin cinsinden

V="e¢ (EK.1.1.13)

seklinde yazilabilir. Bu bagintinin her iki yaninin zamana gore tiirevini alarak
V="Ve+ Ve (EK.1.1.14)
bulunur. (EK.1.1.2) bagintis1 bu bagintida yerine yazilirsa
V="Ve+Vb,e, (EK.1.1.15)
bulunur. (EK.1.1.16a) bagintis1 bu bagmtida yerine yazilirsa

V=Y, €+ Vit O &

veyd
V=V, e,+e,0 Ve (EK.1.1.16)
elde edilir. @ ve V vektérierinin vektérel ¢arpiminin, bilesenler cinsinden ifadest
WX V=¢g,o Ve, (EK,1.1.16a)
seklinde oldugu igin
V="V,e+uwxV (EK.1.1.17)

sonucuna vanlir. Bu sonug, herhangi bir V vektorii i¢in dogrudur.
(EK.1.1.17) genel bagmiisin
V=r=xe (EK.1.1.18)

yer vektoriine uygulayalim. Burada yer vektoriinfin zamanla degisiminin sadece
referans sisteminin dénmesine baglh oldugunu varsayiyoruz. O hilde x, = 0 ol-
mahdir ve

r=t Xt (EK.1.1.19)
bulunur. (EK.1.1.9a) bagintisint kullanarak
dr=d0n Xr (EK.1.1.20a)
veya
dr
—  —p XT (EK.1.1.20b)
do

elde edilir. Eger yer vektorii, gegici olarak,
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xl
r=| x,
X3
slitun vektdrll ile gosterilirse ve
0 - n, n,
K= n, 0 —n (EK.1.1.21)
—n, n, 0

matrisi tanimlanirsa, matrislerin ¢arpilmasi kuralina gore

0 —n, n, X, n, X, —n, x,
—n, n, 0 X, n, X, —n, X,

elde edilir. O hilde, (EK.1.1.20b) diferansiyel denklemi

4r ki (EK.1.1.22)

de
seklinde de yazilabilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii
r' = ekor = eanX y (EK.1.1.23)

seklindedir. Burada 8 K=0n X operatdrii referans sisteminin n ekseni ektarafinda
0 sonlu agis1 kadar d6nmesini temsil eder. Referans sisteminin bu sonlu dénme-
sinin sonucu olarak, r yer vektdrii eX® operatdriiniin etkisi ile r’ yer vektSriine
doniisiir. €°® fonksivon operatériiniin anlam,

2 3
F — 1 +9K+%K2+—§TK3+ (EK.1.1.24)

operator serisi ile agiklifa kavusur. (EK.1.1.23) bagimtisina gore, benzer sekilde

2 3
rr=r+06nxr-+ % nx@mxr)+ -gT nx[nx@xr)]4... (EK.1.1.25)

agihmi yapilabilir. Eger sonlu 6 dénme agis1 yerine sonsuz kiiglik 40 ag¢ts1 alinirsa,
bu son bagintida d6? li, d6° lii ve daha yiiksek dereceli terimler ihmal edilebilir ve
¥ —r=dr=dOn xr (EK.1.1.26)

bulunur. Bu son bagiti, (EK.1.1.20a) bagintisinin. yeniden elde edildigini gos-
teriyor.
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(EK.1.2) DONME OPERATORLERi VE ACISAL MOMENTUM OPERA-
TORU

Simdi r yer vektdriiniin keyfi bir fonksiyonu olan y (r) dalga fonksiyonunun
referans sisteminin sonsuz kiigiik bir dénmesine tekabiil eden degisimini hesap-
layalim. Yer vektdriiniin sonsuz kiiglik dénmeye tekabiil eden degisimi, (EK.1.1.
26) bagintisina bakarak

r=r-+dr (EX.1.2.1)
bagmtisi ile, ve vy (r) fonksiyonunun degisimi ise
y@)=y@® +dr.vv(@) (EX.1.2.2)

bagintisi ile belirlidir. Burada dr yerine, (EK.1.1.26) bagintisindaki degeri yazilirsa
YE) =y @ +do@ x1).Vy@

veya
yE) =y +don.(r X V) y() (EK.1.2.3)
elde edilir. Yoriinge agisal momentumu vektdér operatoriiniin
L=—-ﬁ.—r><V=r><p (EK.1.2.4)

i

seklindeki tanim bagintis: kullanilirsa (EK.1.2.3) bagintismdan
va) —y @) =dy= -’f{ don.Ly (EK.1.2.5)

sonucuna varilir, Sonlu 6 dénme agisina ait olan dénme doniigiimiinii bulmak
iizere bu son bagmnt1 integre edilirse

yr) = Al v (©) (EK.1.2.6)

sonucuna varlir. Buradaki

Rn,0)=ch " (EK.1.2.62)

operatoriine dénme operatorii adi verilic. L yerine J genel agisal momentum vek-
tér operatérii alinarak, dénme operatdriiniin en genel sekli elde edilir :

—L-On.J
RMm,0)=c#k (EK.1.2.7)

J operatoriic HERMiTsel oldugu igin dénme operatSrii bir iiniter operatordiir.
Yani,
Rt R=RR"=1 (EK.1.2.8)

yazilabilir.
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R(n,0) donme operatdrleri bir siirekli grup olustururlar. #, ,n,,n, ve 9 bu
grubun siirekli degisen parametreleridir. r,,n, ve n, parametreleri arasinda

nt+n2+n=1
bagintist oldugu icin, dénme déniisiimleri grubu fic parametreli bir siirekli grup-
tur. J agisal momentum vektdr operatériiniin J,, J, ve J, bilesenlerine dénme
déniisiimleri grubunun jeneratdrileri adi verilir. Jeneratorier, actsal momentum
teorisinden bilindigi gibi,
IxJI=ihd
vektdrel bagintisina esdeger olan
V. Ll=inJ,, ;, =it J,, V., Ll=ikJ,

bagmntilarim gergeklerler.

(EK.1.3) BIR VEKTOR OPERATORUN ACISAL MOMENTUM VEKTOR
OPERATORU ILE OLAN KOMUTATORLERI

Bir V vektor operatérii dénme doniisiimtine gére doniistiiriiliirse, sonlu 6
dénme agisi icin

i
n.J o nX

O I
er "Tve H VT ="V (EK.1.3.1)

bagntis1 yazilabilir. Sonsuz kiigiik donme déniisiimii halinde bu bagmnti
(1 + -;— de n.J)V (1 —~ —;- de n.J)= VidonxV  (EK.132)

seklinde vazilabilir. Gerekli islemler yapilirsa,

%d@(n.JV—Vn.J):den XV

veya
m.J,V]=—ifinxV (EK.1.3.3)
bagintisi bulunur. Bu bafintida sirasi ile m=e,, ¢ , e yazarak
V., V1= —ihe xV, [J V]=—ife XV, [J V]=—itie XV
(EK.1.3.4)

bagintilar: elde edilir. V vektér operatoriinlin kartezyen bilesenleri cinsinden
ifadesi

V=e V,+e ¥V, t+eV,
seklindedir ve boylece (EK.1.3.4) bagintilar
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J,,Vi=it(e, V, —e, V) (EK.1.3.523)
V,,Vl=ifi(e, V,—e, V) (EK.1.3.5b)
U, Vi=ih(e,V,—e, V) (EK.1.3.5¢)

sekillerini alirlar. Bu bagmtilarin her biri sira ile e, e, ve e, ile skaler olarak
carpilirsa

V., V.}=0, U, Vil=—~Vv,, [J,V]I=#kV,,
V., V,i=#V,, [J,,V]=0, ,,V,]=—i#V,, | (EK.13.6)
V., Vl=—#V,, U, Vi=&hvV,, W,Vi=0

komiitatdrleri bulunur.

Bger J,,J,, V, ve V, operatdrieri cinsinden

Jy=J,+iJ,, J_o=J,—iJ, (EK.1.3.7a)
V,=V.+iVv,, V.=V,—iV, (EX.1.3.7b)
operatorleri tz}mmlamrsa, (EK.1.3.6) bagintilarinin yardimu ile kolaylikla
V., V:1=0, V.. Viy=4aV,, [, V1= -2V,
Ve, Vi=—-4V_, J,,V,]=0 V-, V,J=4&V_, (EK.1.3.8)

[J+9V—]:2ths [stV_.]z_ﬁV._) [J_vV_]"_-O»

komiitatorleri bulunur,

(EX.1L4) v, TEMSILINDE OPERATORLERIN MATRIS ELEMANLARI
VE SECIM KURALLARI

Dinamik degiskenleri temsil eden lineer operatdrler, ddnme doniigiimleri al-
tinda gosterdikleri 6zelliklere gére simflandirtlabilirler. Bdyle bir smiflandirma-
nin, ozellikle s6z konusu operatorlerin vy, temsilindeki matris elemanlarinm
bulunmasinda biiyiitk bir 6nemi vardir. Ciinkii ancak bu sekilde, sifirdan farkl
olan matris elemanlarinm belirlenmesine ait segim kurallar: elde edilebilir.

Bir S invaryant skaler operatdrii dsnme doéniisimil altinda degismez. Yani
S operatoril,

RSR+ = § (EK.1.4.12)
veyd RRT = R* R = I oldugunu hatirlayarak
RS — SR =0 (EK.1.4.1b)

bagintisini gergekler. Bu bagintt, sonsuz kigiik 49 acisma ait



{;m TEMSILINDE OPERATORLERIN MATRIS ELEMANLARL.. ¥ 349

Rgl+-£—d9n.J

operat6ril igin yazilirsa
@.NS—Sm.N=0

veya
n.JS—SH=0
veya
[S,J]=0 (EK.1.4.2)
sonucuna varlir. Bu bagmtidan
[§,7]=0, [§.J}]=0 (EK.1.4.3)
bagmtilan kolayhkla elde edilebilir. Ote yandan,
[J2,7,]=0
olmak iizere
Fym =87+ 1) Yjm (EK.1.4.4)
ve
S Ym = Amy,, (EK.1.4.5)

ozdeger denklemleri yazilabilir. Bu gekilde belirlenen v, Ozvektérleri taban
vektorleri olarak almmak tizere (EK.1.4.3) bagintilarina tekabiil eden matris
bagmtilarimt yazalim. S nin matris elemanlari

Sym ,im = (Wyrm 5 S Wim) (EK.1.4.6)
bagintist ile tamimlanir. Ote yandan, (EK.1.4.4) bagintisindan
nt jm = J(+ 1) 8y Srm (EK.1.4.7)
bagintistnin ve (EK.1.4.5) bagintisindan da
By jm =AMy Sy (EK.1.4.8)

bagintisinin elde edildigini biliyoruz. O halde, (EK.1.4.8) bagmtisin1 kullanarak
(EK.1.4.3) bagintilarindan birincisine tekabiil eden

Z 'S}'m' . 4B (Jz)o:a Jjm = Z (Jz)j’m’ , B Saﬂ Jim = 0
«p )

D Spmt s i ag 8 — D Fi’ 8ye Sy Segjm = 0
o,p «B
Am Sy jm— M Sy jm =0

1S, T ime jm = Fi (111 — 1) S jm =0 (EK.1.4.9)
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matris bagmtis: bulunur. Benzer sekilde (EK.1.4.7) bagmtistm1 kullanarak
(EX.1.4.3) bagintilarindan ikincising tekabiil eden

[S » Jz]j’m’,}m = ﬁz [J(} + 1) _jr(j’ + 1)] ‘S}'m'.fm = 0 (EK1410)

matris bagintisi bulunur. Bu son baginti, ikinci tarafin katsayisimi ¢arpanlara
ayirarak

G—JDU+7 +DSpm jm=0 (EK.1.4.10a)

seklinde de yazilabilir, (EK.1.4.9,10) bagintilarina gore Sy,  ;, matris elemanlari,
m=m' ve j =j' olmadik¢a sifir olur. O hilde, S skaler operatGriine ait olan

m —m=Am=0, J—j=Aj=0 (EK.1.4.11)
secim kurallarini elde etmis bulunuyoruz.

Simdi de herhangi bir V vektér operatdriniin V', , ¥, ve V_ bilesenlerinin
W, temsilindeki sifirdan farklt olan matris elemanlarini arastiralim. m ye ait
se¢cim kurallari, (EK.1.3.8) deki J, yi ihtiva eden

U, V.=hV,, [L,V]=0, [J,V.]=—#4V_ (EK.f412)

komiitatdrlerinden hemen elde edilebilir. Gergekten,
[Jz’ V+] = Jz Vy — V+J:=ﬁ V.
komiitatdriiniin matris elemanlarmin hesabi icin
(V-]-)m’m = (ij’ ’ V+ ij)
(Jz)m‘m = (‘l’fm' s Jz wjm) =hm 8m’m

matris elemanlarint kullanarak asafidaki islemler yapilirsa :

Ve Vidwm = 2. Dars Vi dam = D Vs D dom

= Z B Spps (V. Dsm — Z (Vs B 11 B

=am (V )wm — V)wmhm
veya
o, Vilem=0" — ) (V ) = AV I (EK.14..13a)
sonucuna varihr. Benzer islemlerle,
[, , V.o =00 — )} (V )y, = 0 (EK.1.4.13b)
ve
V., Viem=b(m —m) (V) = — (V. ) (EK.1.4.13c)

sonuglarina vanlir. O hilde, asagidaki secim kurallar1 elde edilir :
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m —m=Am=1in: (V )ym# 0 (EK.1.4.14a)
m —m=Am=0ic¢in: (V) +#0 (EK.1.4.14b)
m —m=Am=—1igin: (V)pm#0 (EK.1.4.14¢)

j ye ait se¢im kurallarinin bulunabilmesi igin, J ve V vektr operatorlerinin
arasmdaki iki ayrt vektdrel bagmtinin elde edilmesi gerekir. Bu baginlardan bi-
rincisi igin :

IXV=e, (V,—-LV)+e V,—JV)+e UV ~JV)
VxJI=e (V,J,~V J)+e ¥V, J, -V, J)+e WV, J,—V,J)
vektorel carpim bagmtilar: taraf tarafa toplanirsa
VXJI+IXxV=e, ({/,,V]-U, V)+e /), V,]-U,., VD~ -
+e (V.. V,]—-[J,,V.D (EK.1.4.15)
bulunur. (EK.1.3.6) bagmtilarimin yardimt ile bu bagintidan
VXI+IXV=e @V, +ikV)t+e (RYV, +i#HV)+e (hV, +ihV)
veya
VXI+IXV=2#HV (EK.1.4.16)

sonucuna varilir, Bu baginti, istenen birinci vektérel bagintidir. Diger vektorel
bagmti i¢in
[J2,Vl=e, [J*,V,] + ¢, [J2,V]+e [J?,V] (EK1417)

bagmntisinin sag yanindaki komiitatorlerin hesaplanmasi gerekir. Ornegin, bu
komiitatdrlerden birincisi

[, V=2, V,]+ V2, V.]+ V2, V,] (EK.1.4.17a)
seklinde yazlabilir. J, V, =V, J_ oldugu igin
V=]V, J, =V, J2, [/2,V.1=0 (EK.14.18a)
bulunur. Ote yandan, (EK.1.3.6) bagntilarindan biri olan
LV, =V, J,=—itV,
bagintis1 bir kez soldan ve bir kez de sagdan J, ile garpilirsa
2V, - LV, J,=—i#J]V,
LV, =V, Ji=—ihV,J,
elde edilir. Bu bagntilar taraf tarafa toplanirsa
V2,V,l= J§ Vi—VoJi=—i(J,V,+ V., J,) (EK.1.4.18b)
bulunur. (EK.1.3.6) bagmtilarindan baska biri olan
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LV, =V, J =ikV,
bagintist bir kez soldan ve bir kez de sagdan J, ile ¢arpilirsa
2V, =LV, J,=ikJ V,
LV J, =V, J2=ihV J,
elde edilir. Bu bagintilar taraf tarafa toplanirsa
V2, Vi=J2V, -V, J2=i{,V,+V,J) (EK1418)
bulunur. (EK.1.4.18a,b,c) bagintilar1 (EK.1.4.17a) bagintisinda yerlerine yazilirsa
(B, V=al(V,J,-V,J)— UV, - V)] (EK.14.19%)

sonucuna varilir. (EK.1.4.17) bagntisindaki Obiir iki komiitator benzer islemlerle
hesaplanabilir. $iiphesiz sonuglar, kartezyen bilesenlerin dairesel permiitasyonu
ile de kolayca yazilabilir ve asagidaki bagmtilar elde edilir :

(B, VI=#lV,J =V, J)—,V,~J, V)] (EK.14.19b)

(P, Vi=uklV,J,—-V,J)~-UV,—J, V) (EK.1l4.19)
(EK.1.4.19a,b,c) bagintilar1 (EK.1.4.17) bagmtisinda yerlerine yazilirsa

[P, VI=h(VXT—IxV)y=2irK (EK.1.4.20)

sonucuna varilir. Bu bagnt1 da, istenen ikinci vektorel bagintidir. Sagdaki ikinci
esitlik HERMIiTsel K vektsr operatSriiniin tanioum verir :

VxJI—JxV=2K (EX.1.4.21a)

(EK.1.4.21a) bagintis: (EK.1.4.16) bagintis1 ile taraf tarafa bir kez toplanir ve bir
kez de c¢ikarilirsa, ikiye bolerek

VXJI=iaV +K, I XV=ihV—-K
bagmtdart bulunur. Bu bagmtilardan K g¢oziiliirse,
K=V XJ—thV=i4V-J xV (EK.1.4.21b)

sonuglarma vanhr. Ote yandan, bu son bagintinin birinci ve figiincii yanlar1 J
ile skaler olarak ¢arpilirsa

J. K=#hJ.V—-J.(JxV)
veyi
J.K=ipJ. V—-F xJI.V
elde edilir.
IXJI=inl
oldugu icin
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J.K=0 (EK.1.4.22)
sonucuna varilir,
(EK.1.4.21b) bagintisindan
K=V, J,—V.J, -V, =irV,—J,V,+JV,
yazilabilir., Ayrica,
V,.Vi=JLV, =V, J,=—ihV,

komiitatér bagintisindan,

V,J,—hV,=J7V,
ve

wV, +JV,=VJ,

bagntilart elde edilir. Bu bagmtilar, yukardaki X_ bilesenini veren bagintida yer-
lerine yazilirsa

K,=JV,—V,J,=V,J,—J,V, (EK.1.4.23)

sonucuna varilir. Dairesel permiitasyonla K nin 6biir bilesenleri kolaylikla yazi-
Iabilir :

K=JV, -V J=VJ -V, (EK.1.4.23b)
K=JV. —-VJ=VJ-—-J7V, (EK.1.4.23¢c)
(EK.1.4.23a,b,c) bagmmtilartn1 kullanarak
K,J,—-—KJ =V, -V, DI, —V, J,~-J. V)]
JK—~-JLK=J UV, —-V,J)=-J TV, J,~J V)
yaziltrsa, parantezleri yeniden dizenleyerek
KJ,—KJ,=JUJ,+V,J)—-V,{Ji+J?)
K —LK=02+7)V, -V, +J,V)J,
elde edilir. Ote yandan,
J Ve J,— V,J2 =0, JEV, —J .V, J, =0
oldugundan,
KJ,~KJ=JVJ +V,J+V.J)—-V Ui+J2+4+J2)
LK —-JLK=U+2+JHV, -V, +LV,+JV)J,

veya
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K,J,—KJ,=J,(V.J)— V@@ (EK.1.4.242)
IK,—J K=@V,—3.V)J, (EK.1.4.24b)
sonuglarma varilir. Ote yandan, (EK.1.3.6) bagintilarina gore
Ve .V l=1,,V,]1=1[,,V,]=0
oldugu igin,
J.V=V.J
elde edilir. Simdi

J.WVNJ. =J,3.V)
oldugunu gosterecegiz. J, V., J, = J, J, V. oldugu igin,
V,+ L, V)J.=J,(,V,+J,V)
oldugunu goéstermek yeter. Asagidaki islemler yapihirsa :
LYV, =, J,+ihJ)V,
=LV, +ihJV,
=J,V, . +HhV)+ihJV,
=J,V,J, +ih{J,V,+J,V,) (ii)
bulunur. Benzer sekilde,
J LV, =, J,—ikJ)V,
=L JV,—ihJ V¥,
=LV, J,—#hV)—-ihJ,V,
=L V,J, -, V,+J, V) (iii)
elde edilir. (ii) ve (iif) bagmtilar: taraf tarafa toplanirsa
LV, + I LV, =LV, J +J,V,J,
veya
J, (Jy V,+ 1, V)=, v, +J, ARS (iv)y
sonucuna varihr. Bdylece
JJ.V)y=J.V)J, W

bagintist ispatlandt. (i) ve (v) bagmtilarinin sonucu olarak (EK.1.4.24a,b) bagin-
tilar

KJ,—KJ,=3.V), —V, (P (EK.1.4.242)
JK.—J,K,=@V,—J.V)J, (EK.1.4.24b)

sekillerinde de yazilabilir. Kartezyen x bilesenleri i¢in yazilan bu bafmtilarin
vektdrel sekilleri olarak
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KXxJ=@F.VW—-V(J? (EK.1.4.25a)
IXK=@H)V-J.V)J (EK.1.4.25b)
sonuglarina varilir.

(EK.1.4.20) ve (EK.1.4.25a,b) bagintilarindan j ye ait se¢im kurallar1 elde
edilebilir. (EK.1.4.20) bagintist herhangi bir V vektdr operatérit igin dogru ol-
dugundan, V = K olarak segilebilir ve

J,Kl=ih (KX J —JF x K) (EK.1.4.26)
yazilabilir. Ote yandan, gene (EK.1.4.20) bagintisina gore
2K =[J2,V]
oldugu igin,
203, Kl=[3,[32,V]]=—2PK X J — J X K}
veyd
[32,[F3, V]I=2R I XK —-K X J) (EK.1.4.263)
bulunur. EZer (EK.1.4.25a,b) bagintilani (EK.1.4.26a) baZintisinda yerlerine
yazilirsa
[J5, 2, V] =22 [(JHV —-2F.V)J 4+ V(I?¥] (EK.1.4.27)

sonucuna varilir. Bu bagintinin sag yamindaki ikinci terimde J.V bir skaler ope-
ratér oldugu i¢in, matris temsili hem m ye hem de j ye gdére kdsegenseldir. Ay-
rica, J operatoriiniin matris temsili de j ye gbre kosegenseldir. O hélde, eger

Vi = Wyrmr > V Yjm) (EK.1.4.28)
seklindeki bir matris temsili kullanilirsa,
j’ # j i‘;irl: (J)j'j E= (‘!’j’m’ s J \Ifjm) = 0 (EK.1.4.283)

olur ve boylece (EK.1.4.27) bagmtisinin matris temsilindeki ifadesinde j # j
icin ikinci terim ortadan kalkar. O halde, j/ # j igin,

[32, [, V]jy =202 [(JDV + V (39, (EK.1.4.29)
sonucuna varnlir. Ayrica,
J=jiin: [, [F,V]];=0 (EK.1.4.292)
oldugu da gosterilebilir. Simdi kisabk igin,
Bp=J* (EK.1.4.30)
skaler operatdriinii tanimlayalim. O hilde, § operatoriiniin matris elemaniari
By =#j(j+ 1) &y (EK.1.4.31a)

seklindedir. Eger gene kisabk igin,
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A=j+1), V=i +D (EK.1.4.31b)

saylar1 tammlanirsa, B;; matris elemanlan
Barn = H2 A Bya (EK.1.4.31¢)
seklinde yazilabilir. Siiphesiz buradan, iki matrisin ¢arpinu kuralim uygulayarak
B2, — 7432 5., (EK.1.4.31d)

bagintis elde edilir. Ote yandan (EK.1.4.29) bagmtis, (EK.1.4.30) ve (EK.1.4.31b)
bagintilarini kujlanarak

Aos ddcin: [B, [B,VIL. = 2/ (BY + VB, (EK.1.4.32)
seklinde yazlabilir. Ayrica,
B,[B, V=8BV —Vp)— (BY — VB) B
=p*V—BVE — BV + VfZ
= B2V — 2B VB + VB
oldugu icin (EK.1.4.32) bagintisi, A" = A igin
(B2 V) = 2B VBa + (VBDurn = 282 [(BV),s + (VB),1]  (EK.1.4.322)
seklinde de yazilabilir. Ote yandan, (EK.1.4.31c,d) bagmtilarim kullanarak, aga-
gidaki matris garpumi iglemieri yapilabilir :

B Vhn = > A28, (V) = A1 (V)

B VYR = ﬁ42 Z A Sa’p (V)pq A Sq:\ = #* A (v)a’;\

r g

(V Bhn = 14 D (Vs W28 = 4432 (Vs
BV =7 D A 8ye (Vo = 21 My,
s

VBla = 72 D (Vs B8 = # A (D

Bu islemlerin sonuglan (EK.1.4.32a) bagintisinda yerlerine yazilirsa, A’ = A igin
W2 —=2L + (V) =200 =) (V)n (EK.1.4.33)
bagmntisi bulunur. Bu bagintidan gene A’ % A igin,

V), #0i¢in: A —2AP -2 +A)=0 (EK.1.4.34)
bagimntisi elde edilir. (EK.1.4.31b) bagintisim1 kullanarak, ve
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M—A=0{ -0 +i+D
oldugu igin, (EK.1.4.34) bagntisy, j* # j olmak ilizere
Vg # O dgin: (f —jRG +i+ D2 =207+ 2+ +)=0 (EK.1.4.35)

seklini alir. Simdi bu denklemin sol yamini ¢arpanlara ayiralim. Bu amagla ki-
salik igin,

x=j—j=A, y=j+j (EK.1.4.352)
yazalim. Bu bagmtilardan hemen
x4 2 =2(j?%+j2) (EK.1.4.35b)

elde edilir ve asagidaki iglemler yapdabilir :
RO+ 1P — (2452 +2)) =0
XP++ D) -+ +2y)=0
P+ -0 +2)=0
P+ E—-1)=0
+yx—DE+1H)=0

bulunur. (EK.1.4.352) bagmtiar: bu bagintida yerlerine yazilirsa, j* s j olmak
iizere,

(Vyy #0igin: (J+j+ +NG —ji—DU —ji+ D=0
(EK.1.4.36)
sonucuna varthir. Bu bagintida,
J =0, j=0oldugu iin: j*+j+ 2 >0,
j  # joldugu igin: j' +j> 0
elde edilir. O hélde
JEjve (Vyy#0igin: (jf—j—D{( —j+1D=0 (EK.1.4.37)
sonucuna vanhr. Béylece, j kuvantum sayisina ait olan ve
J—Jji=Aj==x1igin: (V); #0 (EK.1.4.38)

seklindeki secim kurallarimi elde etmis oluyoruz. O bilde, (EK.1.4.14a,b,c) ba-
gintilar: ile birlikte, V vektdr operatdriine ait se¢im kurallar: listesi tamamlandi.
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